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0 Notacoes e nocdes preliminares

Uma transformagdo (ou funcdo) f de um conjunto C para um conjunto C’ é denotada f: C —» C’
e a composi¢do de transformagdes f: C - C'e f': C' - C" édenotada f'o f: C - C". A
transformacao identidadeem CéI1=1-: C - C.

O conjunto vazio é denotado 0, o conjunto ponto, 1 = {0}, e o conjunto dupla, 2 = {0,1}. Dado
um conjunto “universo” C, o conjuntos das partes de C (o conjunto de todos seus subconjuntos) é
denotado 2€, e o complemento de conjunto (em C) de um subconjunto S C C é denotado § = C\ S.

Os numeros naturaia sio denotados N e incluem 0 (zero), e, para todo nimero natural n € N, o
conjunto dos primeiros n nimeros naturais ¢ denotado

[n]:={n eN|n <n}={0,...,n— 1}

Os numeros inteiros sdo Z, os numeros racionais, Q, e os ntimeros reais, R. Os inteiros positivos, estrita-
mente positivos, negativos e estritamente negativos sdo denotados Zsg, Z ¢, Z<g € Z o, Tespectivamente.
Notacdo andloga € usada para os outros conjuntos numéricos ordenados.

Denotamos o corpo dos nutmeros reais por R e o grupo multiplicativo de R, composto pelos elemen-
tos invertiveis com respeito ao produto, por R = R\{0} = R\1. O espaco vetorial real d-dimensional
¢ RY. Note que o espaco vetorial real de dimensio 0 é o ponto: R® = 1. A esfera em d-dimensional é
denotada S¢ (isso inclui S° = {1, —1}).

0.1 Produtos escalares e formas quadraticas

Definicdo 0.1. Seja V um espacgo vetorial sobre R. Um produto (geométrico) escalar em V é uma
funcio bilinear simétrica(-,-): VXV - R.

Um espago geométrico real é um par (V,(-,-)) em que V é um espago vetorial real e (-,-):
V X V — R ¢ um produto escalar.

Um vetor unitdrio positivo ¢ um vetor v € R9 tal que (v, v) = 1, um vetor unitdrio negativo é um
vetor v € RY tal que (v, v) = —1, e um vetor nuldrio é um vetor v € R? tal que (v, v) = 0.

Note que 0 é sempre nuldrio por causa da bilinearidade mas, de modo geral, ndo podemos garantir
que o unico vetor nulario é o 0. Podemos classificar produtos escalares de acordo com a existéncia de
vetores unitarios positivos ou negativos e vetores nuldrios. Para isso, definimos os seguintes tipos de
formas bilineares simétricas.

Definicdo 0.2. Seja V um espaco vetorial sobre R. Uma funcdo bilinear simétrica(-,-): VXV - R
é

« positivo-definida quando, para todo v € V \ {0}, (v,v) > 0;

« positivo-semidefinida quando, para todo v € V\ {0}, (v,v) > 0;

« negativo-definida quando, para todo v € V\{0}, (v,v) < 0;

+ negativo-semidefinida quando, para todo v € V\ {0}, (v,v) < 0;

« degenerada quando existe w € V' \ {0} tal que, para todo v € V, (w,v) = 0, e ndo-degenerada
caso contrario: se existe w € V tal que, para todo v € V, (w, v) = 0, entdo w = 0.

Somente sabendo os valores (v, v), podemos recuperar o valor de (v, v') através da bilinearidade e
da simetria, pois, para todos v,v’' € V,

2, V") = (v,v') + V', v)
=W, v)+V,V)Y+ O, 0+ O, V)= (v,v) =V, V)
=W+, v+V)—(v,v) =, V),



logo
1
CARES 5((1} +V, v+ V") — (v, vy — V', V).
Definimos assim a no¢do de uma forma quadratica.

Definicdo 0.3. Seja V um espaco vetorial sobre R. Um norma quadratica (ou forma quadrdtica) em
V¢ uma fungdo (- )?: V — R tal que

1. (Quadratica) Para todosc € Re v € V, {cv)? = c2(v)?;
2. (Bilinear) Para todos v,v’ € V, a fungio (v + v')? — (v)? — (v')? ¢ bilinear.

O produto escalar' associado a ( - )? é a forma bilinear simétrica
’ 1 AV 2 2
W)= S (U + V)7 = )7 = (V)%).

Para a proxima defini¢do, lembremos que quando temos um multi-indice d = (d_, dy,d,) € N3,
denotamos seu valor absoluto por
|d| =d_+dy+d,.

Definicio 0.4. Sejad = (d_,dy,d,) € N3e{e, |0 < h < |d|} a base canénica de Rl4!. O produto
escalar canodnico de assinatura d em R% é o produto escalar ( -, - ) em R< tal que

1. Paratodo 0 < h < d_, (ey,ep) = —1;
2. Paratodod_ < h <d_ +dy, (e, ep) = 0;
3. Paratodod_+dy <h<d_+dy+d,,{eyey =1.

Denota-se o espaco
R? := RI-dods .= RI- x R x R+

e identifica-se RY com R!4l. A base canonica de R? ¢ denotada

1. Paratodo0 < h <d_,

jn=ep;
2. Paratodo 0 < h < d,,
€n = €d_+h>
3. Paratodo0 < h <d,,
ip = edq_t+dy+n-

Com essa notagio, vale

1. Paratodo0 < h <d_,

(n>dn) = =15
2. Paratodo 0 < h < d,,

(en,€n) = 0;
3. Paratodo0 < h <d,,

(p,ip) = 1.

. - . x Lo 1
1. Note que no caso de o corpo dos reais R ser substituido por um corpo qualquer, essas defini¢des ficam iguais, mas o fator 3
deve ser omitido quando a caracteristica do corpo é 2.



Espacos ortogonais

O produto escalar de um espaco geométrico RY é denegerado se, e somente se, d, = 0; ou seja, sua
assinatura é da forma (d_,0,d,).

Definicdo 0.5. Um espaco ortogonal é um espaco geométrico (V, (-, -)) cujo produto escalar (-, - ) é
ndo-degenerado.

Sejad = (d_,d,) € N2. O espaco ortogonal canodnico de assinatura d = (d_,d,) é o espago
geométrico canonico R9-%%+. Denota-se

R? := R¥-4+ := R9- x R%+

e identifica-se R? com R3--0:d+

Transformacdes rigidas (movimentacgdes?)

Definiciio 0.6. Sejamd,d’ € Ne (R, (-,-))e ®RY, (-, espacos geométricos. Uma transformacdo
rigida de (R%,{-,-)) para (R?,(-,-)) é uma transformacio linear f : R — R? tal que, para todos
v,V € RY,

VIONICHEUR2

Sejad = (d_,d,,d,) € N3, Denota-se o conjunto de transformacoes rigidas de R para R por
O(R9-40-d+) ou O(d_, dy, d.,).

Caso (R, (-,-Ne R, (-,-)) sejam espacos ortogonais, diz-se tranformacdo ortogonal e denota-
se O(R4-4+) ou O(d_, d,).

Um resultado elementar de dlgebra linear caracteriza todos os produtos escalares/formas quadra-
ticas em R? de acordo com um isomorfismo rigido com uma forma canonica.

Proposicio 0.1 (Lei de inércia de Sylvester). Seja (R%,(-,-)") um espaco ortogonal. Entdo existem
unicos d_,dy,d, € Ntaisd = d_ + do + d., e existe uma transformacdo ortogonal f : R% — R4-do-d+,

0.2 Espacos esféricos, planos e hiperbdlicos
A seguir, consideraremos o espaco R9*! com a forma quadratica canonica

(Pas1 = PG+ + Pa_y + Pas
0 espaco R%! com a forma quadratica candnica

(PYan=—P3+ - +—Pi1 + Pa»
e o espaco R>%! com a forma quadratica canonica
<p>%,d,1 = D3
Definicdo 0.7. Sejad € N. A esfera d-dimensional é o conjunto
d._ d+1 2 _
$*:={p € R [(p)gs; =1}
O hiperboloide d-dimensional é o conjunto

H?:={p e R* |(p)j, =1}



e a componente positiva de HY é o conjunto
HY :={p € H! | pq > O}.
O espaco plano d-dimensional é o conjunto
E¢:={p e R* [(p)§ 4, = 1}.
e a componente positiva de E4 é o conjunto

E{ ={p € E%| pg > 0}.

Parametrizacoes de S¢, E¢ e H¢

Esfera S Consideremos o espaco geométrico R4*! com a métrica
()31 =X+ X7+ + x5
A esfera S¢ é o conjunto
Si ={x e R&* | (x)2,, =1, £x4 > O}.

Consideramos a parametrizacio com o parimetro discreto o € {+1}, que determina a folha S¢, e
os parametros continuos 6 € [—7/2, 7t/ 2]4, dada por

Xo = sin(6,)
x; = cos(6y) sin(6;)
(€] :
Xg-1 = €0s(8p) -+ cos(63->) sin(63_,)
Xq = 0 cos(8y) cos(B3_») --- cos(B4_1).
Note que, como cos é positivo em [—7/2, /2], o sinal de x; é determinado por sin(6;) para0 <l < de
por o para xg.

Essa parametrizacio nao é a parametrizagio usual da esfera, pois de fato sdo “duas parametrizacoes
em uma” devido a variavel discreta ¢ € {£1}. Apresentamos ela aqui para ressaltar a semelhanca
que ela tem com as parametrizacdes de E¢ e H? que apresentaremos a seguir. Para transformar a
parametrizacdo dada pela FORMULA (1) em uma Unica parametrizacio, podemos alternativamente
considerar 6;_; € |7, 7] e descartar o parimetro discreto o € {*+1}.

Hiperboloide H? Consideremos o espaco geométrico R%! com a métrica
2 2 2 2
<x>d,1 = —xO — e — xd—l + xd.
O hiperboloide H{ é o conjunto

HY = {x € R%!

(X)g, =1, £x0 > 0}.

O hiperboloide d-dimensional H4 tem duas componentes conexas, H‘i e H?, denominadas semihi-
perboléides superior/inferior, diferente do caso da esfera S com d > 1, que é sempre conexa. Cada
uma das componentes conexas de H? é um espaco hiperbélico d-dimensional. Novamente usamos um
parametro discreto o € {+1}, dessa vez necessdrio, para indicar o semihiperboloide superior/inferior.



A relacdo que determina o hiperboloéide d é
—X§— - — x5, +x3=1
Consideremos um parametro y, € R tal que
=X} = = XG_y + X5 = g

A relac@o acima € entdo equivalente a
x5+ =1
Pela defini¢io do cosseno e seno hiperbolicos, podemos tomar o € {+1},6, € Re
Xo = sinh(6y),

Yo = o cosh(6y).

Note que todos possiveis valores de X, € R sdo obtidos dessa maneira, pois a imagem de sinh(6,) é R
para 6, € R. Temos entdo a relacéo

—x} — -+ —x%_, + x% = cosh(6,)?.

Como cosh(8;) > 0, isso é equivalente a

() (e ) e () =

cosh(8,) cosh(6,) cosh(6,) )

Essa relacdo determina um hiperboloide (d — 1)-dimensional. Podemos entio repetir o processo
anterior para obtermos parametros 6;, ..., 6;_1 € R.

Obtemos assim a parametrizagdo® com o parametro discreto o € {+1}, que determina a folha H<,
e os parametros continuos 6 € RY, dada por

Xo = sinh(8,)
x; = cosh(6,) sinh(6,)
(2) :
X4_1 = cosh(8) --- cosh(6,_,) sinh(6;_;)
X4 = ocosh(6,) cosh(6;_,) --- cosh(6;_;).

Note que, como cosh ¢ positivo em R, o sinal de x; é determinado por sinh(6;) para0 <[ < d e por o
para xg4.

Notemos que usamos nessa parametriza¢ao o cosseno hiperbélico cosh(6) e o seno hiperbolico
sinh(6), definidos como a parte par e a parte impar da exponencial e, respectivamente. Isso significa
que

¢} -6
cosh(6) := ¢ +2e

6 _ .0
sinh(@) := & 2e

A nomenclatura est4 relacionada com o fato do cosseno ser a parte par da exponencial complexa, e o
seno ser sua parte impar.

2. https://math.stackexchange.com/questions/697245/parametrization-of-the-hyperboloid-of-two-sheets


https://math.stackexchange.com/questions/697245/parametrization-of-the-hyperboloid-of-two-sheets

Quando temos um elemento i de uma élgebra sobre um corpo (normada) que satisfaz i2 = 1,
temos para todo 6 € R a relacdo .
%! = cosh(6) + sinh(6)i.

Isso segue diretamente da definicdo por série da exponencial, do seno e cosseno hiperbolicos.
Por outro lado, quando temos um elemento j da algebra que satisfaz j2 = —1, temos a relacdo

e = cos() + sin(9)j.

Isso também segue diretamente da definicdo por série da exponencial, do seno e cosseno.
Existe um terceiro caso, em que um elemento ¢ da algebra satisfaz €2 = 0. Nesse caso a exponencial
fica simplesmente
e% =1+ 6e.

Como veremos adiante, o estudo das dlgebras geométricas mostra que o caso i2 = 1 esté relacionado
com o hiperbol6ide d e a geometria do espaco hiperbdlico, o caso j? = —1 esta relacionado com a
esfera S e sua geometria, e 0 caso €2 = 0 est4 relacionado com a geometria do espago plano EZ. Por
isso, podemos pensar na funcdo constante cosp(0) := 1, a parte par de e'¢, como o “cosseno plano”, e
na funcio identidade sinp(8) := t, a parte impar de €%, como “seno plano”.

Plano E¢ Usando a analogia entre as funcdes seno e cosseno (esféricos e hiperbélicos) com as
funcoes 1 e I, as parametrizacoes dadas pelas FORMULAS (1) e (2) podem ser adaptadas para E<.
Consideremos o espago geométrico R%4! com a métrica

()54, = X
O plano E¢ é o conjunto
Ef = {x € RO | (x)2 ;| =1, £x4 > O}.

O espago afim E¢ também tem duas componentes conexas, e novamente o pardmetro discreto o
ird indica-las. Substituindo nas relacdes da FORMULA (2) a fung¢éo constante 1 no lugar do cosseno
cosh(6)) e a fucdo identidade I(6;) = 6, no lugar do seno sinh(6;), obtemos a parametrizacao trivial
para o plano. Essa ¢ a parametrizacio com o parametro discreto o € {+1}, que determina a folha EZ,
e os parametros continuos 8 € R¢, dada por

xo = 6
x; =6,
(3) '
Xg-1 =641
Xg =0.

Note que, como 1 € positivo em R, o sinal de x; é determinado por 6, para0 < I < d e por o para x .

0.3 Multi-indices

A notacdo de multi-indices facilita muito quando precisamos usar muitos indices numa mesma
férmula ou expressdo. A seguir descrevemos as definicdes e notacdos padrio relativas a eles.



Consideremos os multi-indices h = (hy, ..., hy,—1) € [d]™, em que 0 < m < d. Param = 0, esse
¢ o multi-indice vazio 0. O conjunto dos multi-indices estritamente crescentesé denotado

d
(m»=MEHﬂ [y < -+ < By}

Note que a cardinalidade desse conjunto ¢ igual ao coeficiente binomial |::l| (1-se d escolhe m), ou

seja
d\| 4] _ d!
’ m ‘_ m| m\(d—-m)"

Cadafuncio h € (i) pode ser identificada com um subconjunto de [[d]] com cardinalidade m, a saber
{hg, ..., M1} C [[m]. O conjunto desses subconjuntos é denotado

d
ﬂﬂ=mgwmm=m

evale J_, . {14l = 2d,

Em particular, considerando todos 0 < m < d, ha 29 multi-indices estritamente crescentes
distintos, e vale

0<m<d

=24,

.

Sejam d,m € N* multi-indices. A ordem em N¥ é dada por m < d se, e somente se, para todo
0Sl<k,mdek.
Denotamos o multi-indice nulo (0, ...,0) € Nk por 0. Podemos definir a soma de multi-indices
d,d’ € N¥ por
d+d' :=(dy+dp,...,dg_y +di_;) € N?

e,sed < d’, adiferenca de d para d’ por
d' —d:=(dy—do,...,dp_; —dix_;) € N°.
Sejad = (dg, -+, dx_;) € N¥ um multi-indice. O tamanho de d é
|d| =dg+ - +dp_q.

Definimos o fatorial de d por

d' = d()' dk_1'
e o coeficiente binomial
dl _|do| |dk—1
m| " |mg|  |mi_y|
Definimos o coeficiente multinomial
ldl| _|d' _ d]!
m m! mg! - my_q!”

Vale

0<m<d

.



0.4 Algebras sobre corpos

0.5 Algebras normadas
Exponencial

Definicio 0.8. Sejam (A, || - ||) uma algebra normada (com unidade) sobre R e a € A. A exponencial

de a é a série
(o] 2
a a
= = =l4a+ =+
n! 2

n=0
Segue da subaditividade da norma que

o5}

+

n=0

lle?ll =

[s9)

all”
<l g,
n=0 n!

portanto a série converge absolutamente.
A exponencial de um numero real converge absolutamente pelo teste da razdo, fixado um raio r
para o dominio. Sejar € Ry e a € B(0,r) C A. Entdo

Pelo teste da razao vale
r(n + 1)

rn/n!

portanto a série exponencial é absolutamente convergente para qualquer raio r.

lim

n—oo

= =0,
n—»oo‘l’l+1}

Definicdo 0.9. Sejam (A4, | - |) uma algebra normada (com unidade) sobre R e a € A. O cosseno de a
¢ a série
2n 2

a
cos(a) := n =1—=—+--
(@) = +( 1 (Zn), :
O seno de a ¢é a série
q2n+1 a3
sin(a) = V———=a— — + -
(@)= +( ) 2n+1)! 3l
O cosseno hiperbdlico de a € a série
ed+ed | o a?
h = = = 1 _— ee
cosh(a) > -I— )l +o
n=0
O seno hiperbolico de a é a série
el _ o=@ © g2+l a3
i h = ——= e ] —_ ee
sinh(a) 2 + Gn+ly 4t T

O cosseno hiperbolico é a parte par da exponencial, enquanto que o seno hiperboélico é sua parte
impar. As fungoes cosseno e seno também sio par e impar, respectivamente.

Proposicio 0.2. Sejam (A, |- ||) uma dlgebra normada sobre R, t € Rea € A.

1. Sea?® =1, entdo e!* = cosh(t) + sinh(t)a.



2. Sea? =0, entdoe!® =1+ ta.
3. Sea? = —1, entdo e'* = cos(t) + sin(t)a.

Demonstracdo. Sempre vale
e!® = cosh(ta) + sinh(ta).

Usando a expansio de cosh e sinh em série, concluimos que

1. Se a® = 1, entdo cosh(ta) = cosh(t) e sinh(ta) = sinh(t)a.
2. Se a® = 0, entdo cosh(ta) = 1 e sinh(ta) = ta.

3. Se a? = —1, entdo cosh(ta) = cos(t) e sinh(ta) = sin(t)a.
|

Notemos que

2n 22

n - — — e
cos(2) = +< 1) (2 Gl
2
Denotemos ¢, := (— 1)”6 Note que
22(n+1) 22 22Vl 2

S GnE D) @nrn+ Dl A DEA+ D

portanto, para n > 1, os termos c,, descrescem estritamente em valor absoluto, logo

22 2
_ - _ - - ¢ =—-|1-—- <0.
nF i1 = Tt N G )™ ( CERr 1)) n

Isso implica que, além dos trés primeiros termos, podemos agrupar os termos restantes da série e sua
soma tem um valor negativo, logo

]

& 22}’! 22 24 2
COS(2) = +(_1)nm = 2 + —_— + +( Com+1 T+ C2m+2) <1l-2+4 5 = —g
n=0 m=1

Como cos(x) é fungio continua e cos(0) = 1, pelo Teorema do Valor Intermediario segue que existe
um A € ]0, 2] minimo tal que
cos(1) =

Esse valor A € o valor de um angulo reto, 4 = 1, 570796327 ....
Notemos também que

2n—1 2n+1

— cos(x) 0+ —|—( 1)”2n (2n)' = -|—( H— an Dl = —sin(x)

2n

2n+1)!

= cos(x).

d . ;
35 Sin() = :|—0( D"2n+1)——r

Ainda, diferenciando cos(x)? + sin(x)? obtemos

dd—x(cos(x)2 + sin(x)?) = 2 cos(x)(—sin(x)) + 2 sin(x) cos(x) =

10



portanto cos(x)? + sin(x)? é constante e tem valor
cos(x)? + sin(x)? = cos(0)? + sin(0)? = 12 + 02 = 1,

0 que mostra que (sin(x), cos(x)) € S!, ou seja, a trajetoria c(x) = (sin(x), cos(x)) esta no circulo
unitario. Como di cos(x) = —sin(x) e di sin(x) = cos(x), segue que
X X

(dix cos(x))2 + (% Sin(x)>2 =1,

0 que mostra que a norma de ¢, a velocidade da trajetoria c, é constante igual a 1.

0.6 Algebra tensorial

0.7 Automorfismos, antiautomorfismos e involucoes

Definicdo 0.10. Sejam (A, X) uma algebra (unitaria?) sobre um corpo. Um automorfismo de dlgebra
de A é um automorfismo linear f : A — A que satisfaz, para todos a,a’ € A,

flaxa’) = f(a)x f(a).

Um antiautomorfismo de dlgebra de A ¢ um automorfismo linear f : A — A que satisfaz, para todos
a,a €A,

flaxa’)=f(a)x f(a).
Se (A, X, 1) é uma algebra unitaria, um (anti)automorfismo deve satisfazer f(1) = 1.
Proposicao 0.3. Sejam (A, X) uma dlgebra (unitdria) sobre um corpo e by, ..., bs_; uma base que gera

A como dlgebra. Um (anti)automorfismo de dlgebra f : A — A estd completamente determinado por
sua acdo na base by, ... ,bg_;.

Definigio 0.11. Uma involugdo (linear) ¢ uma transformacao linear f : A — A tal que f? = 1.

0.8 Teoremas de Frobenius e Hurwitz
Denotemos os numeros reais por R, os naimeros complexos por R, e os numeros quatérnios R,.

Proposicio 0.4 (Frobenius). Toda dlgebra de divisdo associativa® A sobre R de dimensdo finita é
isomorfa aos niimeros reais R, aos niimeros complexos R, ou aos niimeros quatérnios R,.

Demonstracdo. A demonstracdo envolve mostrar que A € pode ser escrita como soma direta de R com
um espaco vetorial V, entdo definir uma forma bilinear positivo-definida em V, e entdo mostrar que A
¢ uma algebra geométrica real. Isso implica que A deve ser isomorfa a R ~ A(0,0), R, ~ A(1,0) ou
R, =~ A(2,0). |

Proposicio 0.5 (Hurwitz). Toda dlgebra de composigdo sobre R (dlgebra de divisdo normada) é
isomorfa aos niumeros reais R, aos niimeros complexos R,, aos niimeros quatérnios R, ou aos nitmeros
octonios Rg.

Demonstracdo. Uma demonstracdo possivel também envolve relacionar essa dlgebra com uma algebra
geométrica. |

3. Algebras de diviso associativas sempre tém unidade.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Frobenius_theorem_(real_division_algebras)
https://en.wikipedia.org/wiki/Hurwitz%27s_theorem_(composition_algebras)

1 Algebra geométrica

1.1 Introducio e motivacio
O produto de vetores

Um dos modos fundamentais de interpretar geometricamente o produto de nimeros reais é pensar em
um retdngulo cujos lados tém o tamanho de cada um dos nameros. O produto desses nimeros € entdo
a area do retangulo. Quando pensamos nessa construcdo, depois de calcularmos a area a informacao
de que tinhamos formado um retdngulo € ignorada, bem como a informacéo de que cada lado do
retdngulo é um segmento de reta. Implicitamente, estamos pensando em cada niamero real como um
segmento de reta, e no produto desses niumeros como um “segmento de plano” — o retangulo. No
entanto, esses segmentos ndo estdo contidos numa mesma “reta real”, pois eles sdo ortogonais. Eles
estdo contidos no plano em que o retangulo foi formado.

Segmentos de reta sdo formalizados com a noc¢ao de um vetor. Um vetor € um segmento de reta
orientado e, nesse contexto, os nameros reais sio denominados escalares. Assim como 0s niimeros
reais, o conjunto dos vetores — chamado espaco vetorial — possui uma estrutura algébrica de grupo
aditivo junto a uma acdo pelos numeros reais:

1. a soma de vetores € uma operacdo bindria que, geometricamente, consiste em sobrepor um
vetor na extremidade do outro, resultando no vetor que liga a extremidade inicial do primeiro
vetor a extremidade final do segundo vetor. Essa operacéo ¢ associativa e comutativa.

2. existe o vetor zero, representado pela origem do espaco, que é o elemento neutro da soma de

vetores,

. todo vetor tem um inverso aditivo, que € o mesmo segmento de reta, mas com orientacdo oposta.

4. um vetor pode ser multiplicado por escalar, resultando da dilatacio do vetor pela magnitude do
escalar, e invertendo a orientacdo do vetor caso o escalar seja negativo.

w

Um dos pontos importantes da interpretacdo de um produto de nimeros reais como a area de um
retangulo descrita acima é que, assim definida, ela sé faz sentido para niumeros reais positivos, pois
o lado e a 4rea de um retingulo tém magnitude positiva. Queremos estender a interpretacdo para
segmentos de plano orientados, isto &, retingulos que tém, além do valor de sua area, uma orientacao.
Uma maneira de fazer isso é pensar nos lados do retdngulo como segmentos orientados, isto é, vetores,
e atribuir uma orientacio ao retdngulo de acordo com a orientacédo de seus lados. Vamos nos referir a
um retangulo cujos lados sdo vetores como um retdngulo orientado, ou um bivetor. Um bivetor ¢ um
segmento orientado do plano.

Seguindo as regras de multiplicacdo de niimeros positivos e negativios em R, que podem ser
reduzidas a multiplicacio em S° = {1, —1}, poderiamos definir que um bivetor tem orientacio positiva
quando ambos seus lados sdo vetores positivamente orientados ou negativamente orientados, e tem
orientacdo negativa quando um de seus lados € positivamente orientado, enquanto que o outro é
negativamente orientado. No entanto, a defini¢do deve ser mais sutil do que essa, pois no plano (e no
espaco em geral) ndo existe uma nogao absoluta de vetor positivamente ou negativamente orientado.

O que devemos estabelecer, no minimo, para que as regras de multiplicagdo em S° valham, é
que a orienta¢do de um retdngulo muda quando invertemos a orientacio de um dos lados, o que
consequentemente implica que ela se mantém igual se a orientacdo de ambos os lados ¢ invertida.
Dessa forma, duas classes de retangulos orientados sdo formadas, e é possivel notar que dois retangulos
estdo na mesma classe de orientacio, ou sio coorientados, quando um pode ser levado ao outro através
de uma rotacdo (e translacdo se ndo fixamos a origem), de modo que seus lados orientados coincidam,
e que, por outro lado, dois retangulos estdo em classes opostas de orientacio, ou sdo contraorientados,
quando isso ndo é possivel ou, equivalentemente, quando um pode ser levado ao outro através de
uma reflexdo e uma rotacdo. Por fim, para estabelecer qual classe é positiva e qual é negativa, basta
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escolher um bivetor candnico para ser positivamente orientado. No plano, dada a base canoénica,
estabelecemos que o bivetor positivamente orientado é o produto do primeiro vetor canénico pelo
segundo. Essa escolha ¢ bem natural, e vale ressaltar que ela ndo depende da chamada regra da mao
direita. A regra da mao direita somente estabelece a representagdo grafica (e geométrica) desse bivetor.
Uma outra escolha arbitraria relacionada a essa construc¢io é uma escolha de nota¢do algébrica, ou
seja, se o produto desses vetores candnicos sera representados por multiplicagdo a esquerda ou a
direita pelo primeiro vetor candnico. Em geral a escolha de multiplicacdo a esquerda é adotada para
seguir a ordem da escrita.

Essa discussdo se aplica, até entdo, somente a retdngulos, ou seja, a paralelogramos cujos lados
sdo perpendiculares. Formalmente, a nocdo de ortogonalidade ¢ introduzida na teoria de espacos
vetoriais por um produto escalar/interno* uma forma bilinear simétrica positivo-definida’, e até entdo
estavamos implicitamente usando esse conceito para decidir quando vetores so ortogonais. O produto
interno de vetores v e V' pode ser denotado v - v'. Do ponto de vista geométrico, o produto interno
de dois vetores esta relacionado com a projecdo de um dos vetores sobre o outro. O valor do produto
interno ¢ o produto das normas dos vetores com o cosseno do dngulo entre eles. Dessa forma, o
produto interno determina a nocdo de dngulo entre os vetores. Em particular, quando o dngulo entre
o0s vetores € reto — isto é, um quarto de volta — os vetores sdo perpendiculares (ou ortogonais) e o
produto interno deles é 0, enquanto que, quando o angulo entre eles é 0 ou € igual a dois angulos retos
— meia volta —, os vetores sdo paralelos e o produto interno entre eles é o produto de suas normas (a
menos de sinal). Sem um produto interno no espaco, a tinica relacio que se pode estabelecer entre
vetores € a de paralelismo, pois ela equivale a um vetor ser multiplo escalar do outro.

Um espaco vetorial dotado de um produto interno é chamado espaco com produto interno ou, de
modo mais simples, espaco linear geométrico/ortogonal. O produto interno, além de estabelecer a
noc¢do de angulo entre vetores, estabelece também a no¢io de norma ou magnitude do vetor, e confere
assim uma estrutura de espago normado ao espaco ortogonal em questao, que por sua vez estabelece a
topologia do espaco.

Com a nocéo de ortogonalidade definida, podemos considerar o produto de vetores com qualquer
angulo entre eles. Geometricamente, dois vetores ndo paralelos formam um paralelogramo. Da
mesma forma que no caso dos retangulos, esse paralelogramo forma um bivetor, um segmento de
plano orientado, que é denominado o produto externo dos vetores, pois ndo um elemento do espago
dos vetores. O produto externo de vetores v e v’ é denotado v A v'. Assim como no caso do vetor, um
bivetor tem as propriedades de magnitude (4rea) e orientacdo. isso implica que um paralelogramo ndo
retdngulo que tenha a mesma area e orientacio de um retangulo orientado é o mesmo bivetor que esse
retangulo. Diferente do caso dos vetores, que por estarem restritos a reta devem ter sempre o mesmo
formato, os bivetores podem ser representados em qualquer formato — por exemplo circulares — nio
somente como paralelogramos. De forma andloga, podemos considerar os paralelepipedos formados
por trés vetores, que chamamos de trivetor, e assim por diante até no maximo a dimensao do espago
vetorial em consideracio.

Consideremos novamente dois vetores ndo paralelos. A 4rea do paralelogramo formado por eles é
igual ao produto das normas dos vetores com o seno do angulo entre eles, pois o seno do dngulo da a
componente do segundo vetor que é perpendicular ao primeiro vetor. Como bivetores com a mesma
area e orientacdo sdo considerados iguais, somente a componente perpendicular do segundo vetor
relativa ao primeiro vetor contribui para a formacao do bivetor. A componente paralela do segundo
vetor relativa ao primeiro vetor, por outro lado, esté relacionada ao produto interno dos vetores. De
modo a ter ambas informacdes geométricas relacionadas ao produto de vetores, definimos o produto

. Cf. SECAO 1.4 para uma discussio da diferenca entre produto escalar e produto interno tanto num contexto histérico quanto
em 4lgebras geométricas.

. A construcao de algebra geométrica também ¢ possivel para formas simétricas nao degeneradas, ou mesmo para as degeneradas,
mas nesta introducdo vamos nos ater ao caso mais geometricamente intuitivo.
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(geométrico) entre os vetores dois vetores como a soma do produto interno deles com o produto externo
deles. Para vetores v e V', denota-se

4) W=v-V +VAV.

Aqui, a soma deve ser entendida como uma soma formal, pois o produto interno é um escalar,
enquanto que o produto externo é um bivetor. Essa construcdo indica que, para um produto entre
vetores ter significado geométrico, ele ndo pode ser restrito ao espago dos vetores, mas sim deve ser
considerado na soma formal do espago de todos objetos geométricos formados pelos vetores: escalares,
vetores, bivetores, trivetores, etc.

A 4lgebra geométrica A(2) do plano R?

A dlgebra geométrica A(3) do espago R3

A 4lgebra geométrica A(d) do espaco R?

1.2 Algebra geométrica de um espaco geométrico

Embora na SECAO 1.1 tenhamos descrito a intuicdo por tras da algebra geométrica de um espaco
geométrico RY com o produto escalar canonico sendo positivo-definido, vamos agora definir a 4lgebra
geométrica de um espago geométrico qualquer; isto €, teremos um espago vetorial V e um produto
(geométrico) escalar (-,-)em V.

Como discutimos na SECAO 1.1, procuramos uma algebra A na qual existam entre quaisquer vetores
v,V € Vo produto (geométrico) v X v' € A, que denotaremos vv’ por simplicidade, e também o
produto escalar/interno (v,v') € R e o produto externo v A V', de modo que valha a relacio

(5) w =wv)+vAv.

Podemos optar por comegar com quaisquer dois desses produtos e definir o terceiro a partir dessa
relacdo. A nossa escolha serd comegar com um espago linear V e um produto escalar ( -, - ) em V (isto
¢é, uma forma bilinear simétrica), pois essa estrutura é bem entendida e estudada matematicamente e
uma forma bilinear simétrica € portanto uma boa maneira de imbutir geometria em um espaco linear.
A partir disso, consideraremos entdo o produto geométrico como fundamental: ele serd o produto
(bilinear) da algebra A. Devemos, no entanto, fazer com que o produto geométrico seja compativel
com o produto escalar, de modo que a geometria da dlgebra A seja compativel com a geometria do
espaco vetorial V' no qual ela est4 baseada.

Note que podemos relacionar os produtos geométrico e escalar diretamente, sem necessidade de
um produto externo, pois o produto interno € simétrico e o produto externo é antissimétrico, portanto
deve valer, equivalentemente 8 FORMULA (5), que, para todos vetores v,V € V,

(6) v,V = %(vv’ +v'v).

Essa relacdo estabelece a compatibilidade de que necessitamos entre os produtos geométrico e escalar,
e portanto a usaremos como axioma na nossa defini¢do abstrata de algebra geométrica. Apenas
notemos antes disso que, pela bilinearidade dos produtos geométrico e escalar, e pela simetria do
produto escalar, vale que, para todos v,v' € V,

VAo 40 v+12 =0+ V) =0+, v+0) = 0, 0) + 20, V) + (V, V).

Isso implica que (como a caractristica de R ¢ diferente de 2) a condicdo da FORMULA (6) € equiva-
lente a condicdo de que, para todo vetor v € V, vale

(7) ()y?=v?
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(ou seja, (v, v) = vv = v X v). Sendo assim, qualquer uma das FORMULAS (6) e (7) poderia ser tomada
como axiomatica na definicdo abstrata da dlgebra geométrica.

Definicio 1.1. Seja (V,(-,-)) um espaco geométrico sobre R. Uma digebra geométrica de (V,(-,-))
¢ uma algebra associativa com unidade A = (A, +, X, —, 0, 1) sobre R gerada como algebra por V e tal
que, para todos vetores v, v’ € V,

1
(v,v') = E(v XV +V XV).

Um elemento a € A é denominado um multivetor®

Note que, na DEFINICAO 1.1, a condi¢@o de que o anticomutador € um escalar ja esta assumindo
a identificacdo de R e V com os subespacgos lineares de A gerados por 1 € A e pela imagem de uma
base de V pela inclusdo. Por defini¢do da algebra geométrica, todo multivetor é uma soma finita de
escalares e produtos de finitos vetores, isto é, um elemento

a€ER+V+... V4

para algum d € A. Mais precisamente, isso significa que, para todo multivetor a € A, existem
d € N (representando a dimensio maxima dos V™), py, ..., pg € N (representando a quantidade

de parcelas em cada espago V™), um escalar c € Re, paracada0 < m < de0 < s < p,,, vetores
(m) (m)

Vg0 s> Vs,m—1 € V tais que
o T o LB ey aen
(8) a=c+—|—vs +-|—vs’0vs’1 et +Vs,o Vg
s=0 s=0 s=0

Na algebra geométrica, vetores ortogonais — isto ¢, vetores cujo produto escalar é 0 — sdo os
vetores que anticomutam.

Proposicdo 1.1. Seja A a dlgebra geométrica de um espago geométrico (V,(-,-)) sobre R. Para todos
v,V €V, (v,V')=0se esomentev X v = —v' X v.

Demonstracdo. Se (v,v') = 0, entio
! 1 ! ! 1 ’ ’ 1 ’ ’ !/
VXV = 5(v><v +v ><v)+§(v><v -V ><v)=§(v><v -V XV)=—-V" X
Reciprocamente, se v X V' = —v’ X v, entdo
! 1 ! !
(v,v):z(vxv +v' X v)=0. |

Supondo que o produto escalar dado pelo anticomutador de vetores ¢ positivo-definido, essa
construgdo abstrata sempre gera a 4lgebra geométrica usual de R¢ quando d é par, mas quando
d é impar sempre existem duas algebras geométricas, a menos de isomorfismo: a usual, e uma
outra algebra de dimensio algébrica 2¢ — 1, na qual um d-vetor nio esta definido. Mesmo nio
existindo a unicidade com a DEFINICAO 1.1, existe uma defini¢io de algebra geométrica universal que
garante a unicidade, e nesse caso a algebra geométrica universal de RY é a dlgebra geométrica usual
definida anteriormente. Sempre consideraremos a partir deste momento que a algebra geométrica em
consideracgdo é 4lgebra geométrica universal.

. Embora ele seja tecnicamente um vetor, por ser elemento do espaco linear A, vamos reservar neste contexto o termo “vetor”
para elementos do subespaco V' C A (cf. SECAO 1.2).
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Escalares, vetores, bivetores e multivetores

Originalmente, o termo vetor era usado para designar segmentos de reta orientados no espaco tridi-
mensional. Além disso, como o conjunto dos vetores (isto é, segmentos de reta orientados no espago
tridimensional) tem uma estrutura algébrica especifica que permite soma de vetores e produto de
escalar por vetor, qualquer conjunto com estrutura algébrica abstrata igual a do conjunto de vetores
passou a ser designado um espaco vetorial (ou também espaco linear) e o termo vetor passou a designar
qualquer elemento de um espaco vetorial. Porém, na descricio da 4lgebra geométrica, queremos
retomar a nogao geométrica original de um vetor. Sendo assim, para evitar confusdo de nomenclatura,
adotaremos o nome espaco linear para a estrutura algébrica abstrata e o termo vetor terd um significado
mais restrito.

Definicio 1.2. Seja A a dlgebra geométrica de um espaco geométrico (V, (-, - )) sobre R.

1. Um escalar de A é um elemento de R C A.

2. Um vetor de A € um elemento de V C A.

3. Para todo m € N, um multivetor homogéneo simples de grau m (ou m-vetor simples) ¢ um multi-
vetor s € A que € produto de m vetores anticomutantes; isto €, existem vetores v, ..., V,,,_; € V
tais que

S = vo “en vm—l
e,paratodos 0 < L,I' <mcom!l £ I', vjvyp = —vpvy.

4. Paratodo m € N, um multivetor homogéneo de grau m (ou m-vetor) ¢ um multivetor s € A que
¢ combinacio linear de m-vetores simples. Um 2-vetor também é denominado um bivetor; um
3-vetor, trivetor; e um 4-vetor, quadrivetor.

Essa dimensdo geométrica m de um multivetor simples gera uma gradacdo na algebra A, pois ela
é gerada pelos vetores de V. O conjunto de m-vetores é um subespaco linear da 4lgebra; em particular,
0 0 é um m-vetor para todo m € N.

Definicdo 1.3. Sejam A a dlgebra geométrica de um espaco geométrico (V,(-,-)) sobreRem € N. O
subespaco linear de multivetores de grau m (ou m-vetores) de A é o subespaco linear (4),, de m-vetores

d
de A. Denotamos o espaco linear (R%),,, por RGw.

Determinar a dimensao algébrica desses espagos € uma tarefa simples usando uma base do espago
RY, e também ¢ simples mostrar que elas formam a 4lgebra geométrica como uma soma direta.

Proposicio 1.2. Seja A a dlgebra geométrica de um espago geométrico (V,(-,-)) sobre R. Para todo
m € N, existe uma projecdo linear candnica

(Im: A— Ay

a+— {Q),.

A=Pa,

neN
e, para todo a € A \{0}, existe tinico d € N tal que {(a),, ¥ O e

d
a= + (@
m=0

de modo que A é a soma direta

Se V tem dimensdo finita, entdo

dim(A),, =

dimV] (dim V)!
mVl T m!((dim V) — m)!’
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A PROPOSICAO 1.2 justifica a seguinte defini¢do, e também a notacio R = (R%),,,.
Definicdo 1.4. Sejam A a dlgebra geométrica de um espaco geométrico (V,(-,-)) sobre R, e a € A.

1. Para todo m € N, a parte m-vetorial de a é o m-vetor

(@m € (A
2. Sea=+0,0graudeaéounicod € Ntalque(a),, $0e

d

©) a=—4(@n

m=0

Além da decomposicdo graduada da 4lgebra geométrica A nos subespacos de m-vetores, podemos
também decompor a algebra geométrica em dois subespacos, se agrupamos os multivetores entre os
de grau par e grau impar.

Definicio 1.5. Seja A a dlgebra geométrica de um espaco geométrico (V, (-, - )) sobre R.
1. Para todo multivetor a € A \ {0}, a componente par de a é o multivetor

[1dl ~2]

<a>[0] = + (@ak

k=0

A componente par de 0 € A € (0)[g] = 0.
2. Para todo multivetor a € A \ {0}, a componente impar de a é o multivetor

[(ld|-1)-2]
<a>[1] = + (@2k41-

k=0
A componente impar de 0 € A € (0)(;] = 0.
A sub-dlgebra de multivetores de grau par de A é o subespaco
Ag={a€A|a=(a)o}={a€A|{a) =0}
e o subespaco de multivetores de grau impar de A(d) é o subespaco
A ={a€Ala=(a)y}={a€Al{a)y =0}
Mostraremos mais a frente que A, é de fato uma sub-algebra de A.
Proposicdo 1.3. Seja A a dlgebra geométrica de um espago geométrico (V,(-,-)) sobre R. A componente

par A, é uma sub-dlgebra de A.

1.3 Involucdes da dlgebra geométrica

Lembremos que, para definirmos automorfismos ou antiautomorfismos em uma 4algebra, basta
definirmos seu valores nos vetores que geram a algebra.
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Transposicio
Definicdo 1.6. Seja A a algebra geométrica de um espago geométrico (V, (-, - )) sobre R. A transposi-
¢do’ em A é o Unico antiautomorfismo

tT:A— A

ar—sat
que satisfaz, para todo vetor v € V,
v =

A transposta de um multivetor a € A é o multivetor a.

O significa geométrico da transposicio € o seguinte. A transposi¢do preserva escalares e vetores.
A transposicdo de um produto de vetores vv' inverte a ordem do produto por ser antiautomorfismo,
portanto satisfaz

) = vt = .
Portanto, no caso de um bivetor simples vV’ € (A),, vale

(vv’)T =v'v=-w'.
Portanto podemos imaginar que o bivetor simples vv’ é refletido na diagonal do paralelepipedo que
vV’ representa, uma operacdo analoga a transposi¢io de matrizes, em que os valores sio refletidos na
diagonal. No caso de um bivetor, isso da o inverso aditivo do bivetor.
Em cada m-vetor simples vq -+ Vy,_; € (A), vale

i toopt =)
Vo Vo1 = V1! Vo' = Vg Vg =(=1) 2 v Vg

e isso se estende linearmente para qualquer a € A:

d 1 d(d-1
0" = (1) 5 (@) = (@) + (@ — (@) — @+ (—1) T ().

m=0

m(m—-1)

Note que a paridade de
m = 4k + s, segue que

tem periodo 4 pois vale 1, 1, —1, —1 param = 0, 1, 2, 3 e, escrevendo

mim—1)  (4k+s)(dk+s—1) 4%k*+4k(Q2s—1)+s(s—1) _ s(s—1)
2 2 - 2 22

Isso implica que a transposi¢do é uma involucgdo: para todo a € A, vale

(@M = a.

Inversao central

Note que denominamos as involucdes —a por inversdo aditiva e a=! por inversdo multiplicativa. A
seguir definimos uma outra inversio, que coincide com a inversio aditiva em alguns casos.

7. Também é denominada reversdo na literatura, pois reverte a ordem dos vetores em um produto por ser um antiautomorfismo.
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Definicdo 1.7. Seja A a algebra geométrica de um espago geométrico (V, (-, - )) sobre R. A inversdo
central (ou reflexdo pela origem)® em A é o unico automorfismo

¥ A— A

ar— a*
que satisfaz, para todo vetor v € V,

= —V.

O significado geométrico da inversdo central € o seguinte: ela preserva escalares e inverte aditi-
vamente (inverte pela origem) os vetores. A inversdo central de um bivetor simples vv’ inverte pela
origem cada vetor, mantendo a ordem do produto por ser automorfismo, portanto satisfaz

W) = v = (=) (=) = w'.

Portanto podemos imaginar que o bivetor iy, ;s € refletido na diagonal do paralelepipedo que ipij
representa, uma operagdo analoga a transposi¢do de matrizes, em que os valores sdo refletidos na
diagonal. No caso de um bivetor, isso d4 o proprio bivetor.

Em cada m-vetor simples vy -+ V,,,_; € (A),, vale

Vo Vi1t = V" V™ = (=Vg) - (V1) = (D)™ e vy

e isso se estende linearmente para qualquer a € A:

d
a* = = (=1)"™a)m = (o — (@) + (@) — (@3 + - (D)X a)q.

m=0
Isso implica que a inversdo central € uma involugdo: para todo a € A, vale
(@) =a.
A inversdo central permite descrever as componentes par e impar da algebra A da seguinte forma:

Ag={ae€A|a* =d}

Ay={a€A|a" =—-a}

Exercicio 1. Seja A a dlgebra geométrica de um espaco geométrico (V,(-,-)) sobre R. Para todo
a€EA,

14@m:§m+w)

24mm:§m—w)

2

Vamos agora classificar alguns vetores de acordo com um certo tipo de “quase-comutatividade
envolvendo a inversao central .

Proposicdo 1.4. Sejamd = (d_,dy,d;) ea € A(d). Entdo a € A(0,dy, 0) se, e somente se, para todo
vetorv € Rd,
va = a*v.

8. Também denominada automorfismo principal ou involucdo de grau na literatura.
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Demonstracdo. Provaremos cada direcdo separadamente.

()

=)

Para cada multivetor canonico bésico €, = ¢y, -- €p,,_, € A(0,dy,0), vale que, para todo vetor
v € RY,
v-gy, =0,

portanto segue da PROPOSICAO 1.6 que

m—1

vey = (=1)Mepw + 2 4 (=D - e)Wo -+ Wi_ Wiy -+ Wiy = (=1)™ev = (€)™,
1=0

Como isso vale para todo multivetor basico, segue que, para todo multivetor a € A(0, dy, 0),
va=v —|— —|— apen | = —|— —|— apve, = -|— —|— ap(ep)v = a*v.
0<m=do pe(%) 0<m=do pe(%) 0<m<dy pe(do)

Reciprocamente, seja a € A(d) e suponhamos, por absurdo, que a & A(d). Entdo existe alguma
parcela de a que nio envolve somente os vetores candnicos nuldrios, digamos ¢;com 0 <[ < d_
oud_ +dy <1 < d. Podemos colocar o vetor candnico e; em evidéncia na expressdo de a; ou
seja existem a’, a” € A(d) tais que a’ e a” ndo tém o fator e; em nenhuma parcela e

a=a +ad’e.
Para todo v € RY, deveria valer va = a*v, portanto
va' +va"e;=v(a +a"e) =va=a*v=(a +a"e)v=a v+ (a"e)v=a"v—a""ev.
Tomando v = e, isso implicaria que
ed +ea’e; =ae;—a" ee; =a e, —a" (e)>.

Mas, como a’ e a” ndo tém nenhuma parcela com fator e;, segue da PROPOSICAO 1.6 que
e =a'"e eea” =a" e, logo

a e+ a" (e)? =ea +ea’e =a"e—a"(e)

Novamente por a’ e a” nio terem nenhuma parcela com fator e;, segue que —a"*(e;)? = a”*(e;)?,
logo a"* = 0 ou el2 = 0. Como assumimos que ¢; ndo € vetor candnico nuldrio, ou seja,
le€f{d_,...,d_+dy—1}, entdo e * 0, portanto seguiria que a” = 0. Isso é um absurdo pois
implica que a ndo tem nenhuma parcela com fator e;.

Proposicio 1.5. Sejad = (d_,d,,d,) € N°.

1.

Para todo vetor nuldrio canoénico €; e todo multivetor a € A(d), g,a = a*e;.

2. A{(0,dy,0) estd no centro de A(d).
3. Os elementos de A7 (0,d,,0) comutam com os de Ay(d).
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Conjugacio

Podemos compor a transposicio com a conjugacio para obter uma nova transformacéo. A ordem da
composicdo ndo importa pois, para todov € V,

o =v = —v=(» =09

Definicdo 1.8. Seja A a algebra geométrica de um espago geométrico (V, (-, - )) sobre R. A conjugacdo
em A é a composicio da transposicdo com a inversdo central, denotada

I:A—A
ar— at=al’.
O conjugado de um multivetor a € A é o multivetor a*.
A conjugacdo ¢ portanto o Unico antiautomorfismo que satisfaz, para todov € V,
Vi = —v.

Em cada m-vetor simples vy -+ V,,,_; € (A),, vale

T* m(m-1) m(m+1)
Vo Vet = Vg Vg = (CD)M(=DT 2 v Vo = (D7 2 Vg Vg

e isso se estende linearmente para qualquer a € A:

m(m+1) d(d+1)
2

d
at = =(=1)" 2 (@) = (@) — (@) — (@ +(a)s + - (=1)" 2 (a)g.
m=0

m(m+1)

tem periodo 4 (e vale 1, —1, —1, 1 para m = 0, 1, 2, 3), pois é produto
m(m-—1)

Note que a paridade de

de (—1)™, que tem paridade de periodo 2, com , que tem paridade de periodo 4.
Isso implica que a conjugacio € uma involucdo: para todo a € A, vale

(aHf = a.

1.4 Produtos da dlgebra geométrica
Qual a diferenca entre produto escalar e produto interno?

Fora do contexto de dlgebras geométrica/4lgebras de Clifford, tanto “produto interno” como “produto
escalar” sdo usados basicamente como sindnimos: ambos se referem a uma forma bilinear simétrica
positivo-definida em um espago vetorial. Esse significado pode variar um pouco conforme o contexto
e um termo pode ser preferido ou preterido de acordo com a cultura matematica em questdo. Por
exemplo, em 4lgebra linear basica e geometria analitica o termo de costume é “produto escalar”,
enquanto que em matematica avancada é mais usual se usar “produto interno”. As vezes também
se admite que a forma bilinear ndo seja positivo-definida, mas sim somente ndo-degenerada, ou até
mesmo simplesmente simétrica. No entanto, esses termos tém origens diferentes, embora relacionadas
entre si e também com os produtos “externo” e “vetorial”.

Os termos “produto escalar” e “produto vetorial” foram cunhados por Clifford® em 1878. A
etimologia parece ser evidente, pois o produto escalar tem como resultado um escalar, enquanto que

9. https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Miller/mathword/v/
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o produto vetorial resulta em um vetor. J4 os termos “produto interno” e “produto externo” (também
traduzido para portugués como “produto exterior”) foram cunhados por Grassman'® em 1844 e sua
etimologia € mais questiondvel. Como o produto interno entre dois vetores € 0 precisamente quando
eles sdo ortogonais, o OED sugere que o emprego de “interno” estaria relacionado ao fato de que o
produto interno dé a parte de um vetor que é interna ao outro, ou seja, na dire¢do do outro. No entanto,
essa explicacdo ndo parece compativel com o significado de produto externo, e Schwartzman'* sugere
que os termos teriam sido escolhidos por Grassman simplesmente por serem antdnimos, sem nenhum
significado intrinseco.

Uma possivel explicagdo dentro da perspectiva da algebra geométrica que é mais compativel com
o significado de produto externo seria que o produto interno entre dois vetores, que sao elementos
de grau um da élgebra, tem como resultado um escalar, que ¢ um elemento de grau menor que o
dos vetores, enquanto que o produto externo entre dois vetores é um bivetor, que por sua vez tem
grau maior que os vetores. Além disso, os produtos interno e externo também se relacionam com
a interpretacdo dos objetos geométricos da 4lgebra através de projecoes de subespacos e geracdo de
superespacos.

No que segue, generalizaremos de duas formas distintas o produto escalar (v, v’) entre vetores
da 4lgebra geométrica. O produto escalar mantera o significado de uma forma bilinear simétrica, o
que parece apropriado pelo seu valor ser sempre um escalar. Definiremos na SECAO 1.4 uma forma
bilinear simétrica (-, - ) entre quaisquer multivetores da algebra A que coincide com a forma bilinear
simétrica do espaco vetorial V para vetores. Esse € o sentido preciso em que a geometria da algebra
geométrica é compativel com a geometria do espago vetorial.

Por outro lado, os produtos interno e externo entre multivetores serdo definidos na SECAO 1.4
levando em consideragdo a propriedade de diminuir e aumentar, respectivamente, o grau dos objetos
envolvidos no produto. Eles também serdo definidos para todos multivetores da algebra A, e o produto
interno ainda coincidird com o produto escalar do espaco vetorial V para vetores, mas nio terd
nenhuma relacdo necessaria com o produto interno quando calculado em multivetores quaisquer da
algebra.

Por causa dessa divergéncia de generalizagdo, teremos que adotar notacées distintas para o produto
escalar e o produto interno. Manteremos a notacao (v, v') para o produto escalar, que ja estd bem
estabelecida como uma notagdo em espacos lineares com formas bilineares simétricas, e adotaremos
uma nova notaco para o produto interno, que esteja relacionada com a notacdo de produto externo, e
de modo que essas notacdes relembrem ou sugiram a relacdo com a ideia de diminuir e aumentar
grau.

Produtos interno e externo

O produto escalar (interno) de vetores v,V € V estd relacionado com o produto geométrico pela
FORMULA (6). Conforme foi explicado na SECAO 1.4, vamos adotar uma nova notacio para o produto
interno, pois sua generalizacdo para multivetores da algebra divergird da generalizacdo do produto
escalar (-, - ) entre multivetores. Assim, para todos vetores v, v’ € V, definimos o produto interno
entre os vetores v e v’ como

1
(10) vy = E(WI +v'v)
A expressdo a direita costuma ser chamada de anticomutador de v e v’ pois, quando vetores v e V'

anticomutam, isto é, v'v = —vv’, ela é igual a 0, e quando eles comutam, ela é igual a vv’. Nesse
sentido, o anticomutador mede quanto os vetores deixam de anticomutar.

10. https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Miller/mathword/i/
11. https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Miller/mathword/i/
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De forma analoga, podemos considerar o comutador dos vetores v e V', que mede quanto os vetores
deixam de comutar. Definimos o produto externo de v por v’ como

1
(11) vV = =(n —v'v).
2

1. . C o
O fator - ndo ¢ sempre adotado para o comutador/anticomutador, mas aqui ele é importante para

que o resultado de cada um dos produtos seja igual ao produto geométrico no caso de vetores que
anticomutam/comutam. Além disso, eles garantem que valha, para todos vetores v, v’ € V,

(12) w=v-vV+vVvy,

que recupera a FORMULA (4) que motivou a definicdo do produto geométrico da alegbra.

Essas operagdes tém significado geométrico. O produto interno é um escalar cujo valor é produto
das normas de v e v’ multiplicado pelo cosseno do angulo entre v e v’, enquanto que o produto externo
¢ o um bivetor que representa o paralelogramo formado por v e V', orientado conforme v e V', cuja
norma € o produto das normas de v e v' multiplicado pelo seno do 4ngulo entre ve v'.

Podemos estender as definicdes de produto interno e externo para quaisquer elementos da algebra
A, de modo a ainda manter esse significado geométrico. Para isso, inicialmente definimos os produtos
interno e externo de um vetor por um multivetor. Lembremos que a inversio central de um multivetor
a € A ¢ dada por

d

a* = = (=1)"™a)m = (o — (@) + (@) — (@) + - (D)X a)g.

m=0

Definicdo 1.9. Sejam A a algebra geométrica de um espaco geométrico (V,(-,-)) sobre R, v € Vum
vetor e a € A um multivetor.

1. O produto interno de v por a é
1 *
v-a:==(va—a*v).
2
e o produto interno de a por v é
1 k
a-v:==(av—va®).
2
2. O produto externo de v por a é
1 %
vva:= E(va+a V)
e o produto externo de a por v é
1 k
avy:= 5(av+va ).

Com essas definicoes mais gerais, temos que, para todo vetor v € Ve todo multivetor a € A,

va=v-a+vVva
(13)

av=a-v+avv,

o0 que generaliza a FORMULA (12). Em particular, se a é um m-vetor, valem

v-a= %(va — (=D™av)

a-v= %(av — (=1)™va)
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1
vva= z(va + (=1)™av)

1
avy= E(av + (=1)"va),

0 que mostra que as definicoes coincidem com as FORMULAS (10) e (11) quando a é um vetor. Vamos
provar agora alguns resultados técnicos sobre produto interno e externo para entdo obtermos a
PROPOSICAO 1.8.

Proposicdao 1.6. Sejam A a dlgebra geométrica de um espago geométrico(V,( -, - ))sobreR, v, Wy, ..., Wy,_; €
Vvetores e a := wy --- wy,,_;. Entdo

m—1

1
v-a= E(Va —a'v) = +(—1)k(V “WIWo -+ Wk 1 Wk = W1,
k=0
1 m—1
a-v= E(av —va*) = +(—1)k(Wk “VIWo Wi Weyp *** W1
k=0

Demonstra¢do. Vamos somente demonstrar a proposi¢do para v - a, pois para a - v € andlogo. Vamos
usar inducdo em m. (Caso zero) Para m = 0, a proposic¢ao vale por vacuidade pois %(v —v) = 0. (Caso
sucessor) Suponhamos agora que a proposi¢do vale para algum m € N e mostremos que entdo vale
para m + 1. Nesse caso, como pela definicdo do produto geométrico (FORMULA (10)) vale

Wy, = 2V - Wy — Wy, V,

segue da hipotese de inducdo que

m—1
VW - Wiy = (2 D - widwo - Wiy Wi - Wy + (1) wg - wm_lv) Win
k=0
m—1
=2 +(—1)k(V TWIWo -+ Wk Wkt *** Wino1 Wiy + (=1)™Wo -+ W1 VWi,
k=0
m-1
=2 +(—1)k(‘) TWRIWo s Wi Wiy * Win—1 Wiy + (=1)"Wg -+ Wy 1 (20 - Wy — Wiy V)
k=0

m
=2 +(—1)k(V “WEIWo -+ Wim1 Wi =+ Wy + (= 1) wg - Wiy,
k=0

0 que prova o Caso Sucessor. ||

Na proposi¢io seguinte consideramos o conjunto (grupo) &(m) das bijecdes (permutacoes) de
[m] e o sinal de paridade (—1)° de uma bijecdo o € &(m).

Proposicdao1.7. Sejam A a dlgebra geométrica de um espago geométrico(V,( -, - ))sobreR, v, Wy, ..., Wy,,_; €
Vvetoresea :==wyV -+ V Wy,,_;. Entdo

m
1 1
vvas=zlata) = oy + 4 CDWoro) - Wou-1yWo) - Wogm-1)»
" 1=0 5e&(m)
1 17
avv= E(av +va*) = TS + + (=1)%Wo(0) *** Wo(1—1)VWo(1) *** Wo(m—1)-
" 1=0 oe@(m)

24



Demonstracdo. Vamos somente demonstrar a proposicdo para vV a, pois para a V v € andlogo. Vamos
. ~ .~ . .1

usar inducdo em m. (Caso zero) Para m = 0, a proposicao vale por vacuidade pois V="V (Caso

sucessor) Suponhamos agora que a proposi¢ao vale para algum m € N e mostremos que entdo vale

para m + 1. Vamos primeiro assumir que wy, ... , w,,, € V sdo anticomutantes dois a dois. Entdo vale
a=wgyV VW, =W, Wy,. Definindo

1

=D 4+ Do) Wogme1) = Vo Wy

cre(%(m+1)

e, para cada k € [m + 1]}, o conjunto Xy := {o € &(m + 1) | 5(0) = k} e

m+1

1
= Gnv + F CD%woq) - Wou-nyyWog) ++ Wom),

1=1 oeXy

temos

m+1

m

1 1

S+t T0= (m+2)! + Do) ooy Wor - Woim).
k=0 =0 5e&(m+1)

Devemos mostrar que

m
1

= Ty).

vva m+2(S+;!—O %)

Vamos analisar cada termo do somatorio separadamente. Primeiro note que, como os vetores
Wy, ... , Wy, S30 anticomutantes, vale Wg(g) *** Wo(m) = Wo *** Wp,, 10g0

1 1
S = m H+ (_1)UVWG(0)"'WO'(m) = m H—I— VWg + Wy, = VWq -+ Wy,
ceS(m+1) ceG(m+1)

Agora consideremos k € [[m + 1]. Restringindo dominio e contradominio, o conjunto X, das
permutacdes o € &(m + 1) tais que o(0) = k pode ser identficado com o conjunto X das bijecoes
o:{1,...,m} - {0,....k — 1,k + 1,...,m}, portanto essas permutagdes de X sdo isomorfas as
permutacoes de &(m). Além disso, o sinal deumatalo € X é(—1)° = (—1)"‘1(—1)"/, pois k € movido
k — 1 para a posicdo inicial. Assim, segue da hipdtese de inducgéo para o produto externo de v por
Wo(1) " Wo(k—-1)Wo(k+1) *** Wa(m) qUe

m+1
1
T = S 4+ + CDPwiwoq) - WoeyvWoq) -+ Wogm)
=1 O'Ezk
1 m+1
= mr "k 4+ + COFHEDT oy - Worgmny YWy - Worm)
) =1 ¢'ex},

= (=D TV (Wo V s V Wy V Wiy Vo W),
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entdo de %wkv =V-wg— %vwk (FORMULA (10)) segue que
Tie = We(=1D "0 v (Wy Voo VW V Wiyg Ve Wyy,)
= Wk(—l)k_lé(vwo Wi Wiy 0 Wiy — (1) Wo o Wi 1 Wiy - Wi V)
= §(<-1>"‘1wkva Wiy Wieg 1 Wy — (=1)Wg -+ Wyv)
= %(-DkVWkWo S Wi W1+ Wiy + (D70 widwg -+ Wil Wiy -+ Wiy — %(‘meo WV
= %(VWO Wy + (D) ™MWg Wy, v) + (=D (v - WOWg *** Wie— 1 Wie1 = Wy

Somando os termos S e T e usando PROPOSICAO 1.6, obtemos

m

S+ + T = VWg -+ Wy, +
k=0

m
1
o (SO0 -+ W+ (<1 W) + (=DF - WWg -+ Wi Wiy W
k=0

=YWy -+ Wy +
m+1 v
+ (VWo =+ Wy + (=1)MWg -+ Wyyv) = = (=15 (W - WiWo =+ Wie_y Wiy -+ Wiy
k=0

m+1 1
=YWy - Wy, + T(VWO Wy + (1) - wyv) — E(vwo Wy, — (=1)Mwyg - Wy, V)

_m+2
T2
=(m+2vVva,

(Vi Wy + (=10 -+ W)

portanto concluimos que

m m
1 1
vva= S+ + ) = ——— + + (—I)GWU(O) o Wo-1)VWo(1) *** Wo(m)-
m+ 2 (m+1) .
k=0 =0 5e@(m+1)

Finalmente, no caso em que wy, ... , Wy, ndo sdo anticomutantes, escolhemos vetores anticomutantes
wg, ..., Wy, € Vtais que

Wo V- V Wy, = W =+ Wy,
Entdlovvwy V- Vw, =xvVw,V - Vwy, e o resultado segue do caso anterior. [ |

Proposicio 1.8. Sejam A a dlgebra geométrica de um espago geométrico (V,(-,-)) sobre R, v € Vum
vetor e a € (A),, um m-vetor. Entdov - aea - vsao (m — 1)-vetores e satisfazem

v-a=Va),_i,
a-v={av),_i
VvV aeaVvsdo (m+ 1)-vetores e satisfazem
VVa=Va)n,i1s
avv={av),,i,

evale
va=v-a+vva=a)y,_1+ V&1,

av=a-v+aVvyv={(av),,_1 +{av)mi1.
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Demonstracdo. Vamos somente demonstrar a proposi¢do parav-a, vV aeva, poisparaa-v,avve
av é analogo. Consideremos primeiro que a é um m-vetor simples e sejam wy, ..., w,,_; € V vetores
anticomutantes tais que a = wy --- w,,_;. Segue entdo da PROPOSICAO 1.6 que

m—1

v-a= +(—1)k(‘) CWRWo Wi Wiy ** W1
k=0

Mas cada termo (V-wy)Wg -+ W_1 W41 -+ Wy,_q tem graum—1, pois v-wy, € Rewg -+ Wi_1Wyyq == W1
tem grau m — 1, portanto concluimos que v - a tem grau m — 1. Agora, no caso em que a ¢ um m-vetor
qualquer, ele é uma soma de m-vetores simples, portanto segue por linearidade que v-a = %(va —a*v)
¢ um multivetor de grau m — 1.

Consideremos primeiro que a ¢ um m-vetor simples e sejam wy, ..., w,,,_; € V vetores anticomu-
tantes tais que a = wy -+ wy,,_; Segue da PROPOSICAO 1.7 que

m
1 1
vva= E(va +a*v) = m -|— -|— (=1)°Wg(0) *** Wo(i=1)VWo(1) *** Wo(m—1)-

1=0 5e&(m)
||

Assim, o produto interno por um vetor diminui em 1 o grau de um m-vetor, enquanto que o produto
externo aumenta em 1 o grau do m-vetor. Esse comportamento que vai nos permitir generalizar o
produto interno e externo para quaisquer elementos da dlgebra. Com a PROPOSICAO 1.8 podemos
obter um resultado muito importante sobre a estrutura do produto geométrico entre multivetores
simples. Lembremos que, para naturais m, m’ € N, denotamos seu minimo por m A m’ e seu maximo
pormv m'. Noteque |m' —m| = mvm —mAm em+m = mvm +mAm, portanto
m+m' —|m' —m| =2(mAm).

A préxima proposi¢ao mostra que o produto aa’ entre multivetores homogéneos tem termos de
menor grau |m’ — m|, maior grau m + m’, e todos os termos intermediarios aumentam de grau de 2
em 2.

Proposicido 1.9. Sejam A a dlgebra geométrica de um espago geométrico (V,(-,-)) sobre R, a € (A),,
um m-vetor e a’ € (A),,y um m’-vetor. Entdo

mam’

aa’ = + <aa/>|m’—m|+2k = <aa,>|m’—m| + <aa,>|m’—m|+2 + - +{ad Y mym-
k=0

Demonstrag¢do. Consideremos primeiro o caso m < m'. Vamos fazer inducio em m. (Caso zero) Para
m = 0 vale que a € R, logo aa’ é um m’-vetor e entio

oAm’

aa’ =(aa')y = = (aa Yo+ 2k-
k=0

(Caso sucessor) Assumamos que vale para m e provemos para m+ 1. Vamos primeiro assusmir que a ¢
simples. Como a é um (m + 1)-vetor simples, existem um vetor v € V e um m-vetor simples b € (4),,
tais que a = vb. Como b é m-vetor simples, pela hipdtese indutiva segue que

mAam’

ba' = + (ba’ms —my+2k3
k=0
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comom+1<m',entilomAm’ =me|m—m'| =m' — m, portanto segue que

mAm’ m
aa’ =vba' =v + <ba,>|m'—m|+2k = + Wba' )y —ma2k-
k=0 k=0

Da PROPOSICAO 1.8 segue que

v(ba ) —ma2k =V (DA ) _myarc + V V(DA ) g2k

portanto

m
aa’ = + v(ba ) —ma2k

k=0
m
= +(V . <bal>m’—m+2k +tvVv <ba,>m’—m+2k)
k=0
m m—1
=V (ba )y + + V- (ba' ) _mak-1 + + vV A(ba ) —myaksr +V VDA ) —miam
k=1 k=0
m
=V <ba,>m’—m + +(V . <ba’>m/—(m+1)+2k +tvVv <ba/>m’—(m+1)+2k) tvVv <ba/>m’+m
k=1

Pela unicidade da expansdo de aa’ nas termos de cada grau (PROPOSICAO 1.2), € como 0 produto
interno por vetor diminui o grau em 1 e o produto externo aumenta em 1 (PROPOSICAO 1.8), devemos
ter

! !

(aa >m’—(m+1) =v-(ba)—m
(aa,>m’—(m+l)+2k =V <ba,>m’—(m+1)+2k tvVv <ba,>m’—(m+1)+2k

<aa,>m’+m =vV <ba,>m’+m-
Assim concluimos que em aa’ s6 ocorrem os termos de graus |m' — (m + 1)] = m' — (m + 1),
m —(m+1)+2,..,m + (m+ 1), 0que mostra que

(m+1)Am’
ad' = = (@@ pw—mrnysae = Q@) —(men)) + Q@ N —manj2 + -+ F QD ) 1)
k=0

Isso conclui a demonstracdo por inducdo em m para m-vetores simples a. Como um m-vetor a
qualquer ¢ uma soma de m-vetores simples, segue por linearidade que o resultado vale para qualquer
m-vetor. O caso m > m’ é andlogo, mas usando os produtos interno e externo por vetores pela direita
em vez de pela esquerda. |

A PROPOSICAO 1.9 € de fato uma generalizacdo da PROPOSICAO 1.8.
Definicio 1.10. Seja A a dlgebra geométrica de um espago geométrico (V, (-, -)) sobre R.
1. O produto interno de multivetores a,a’ € A é

d d

a-a' == 4 (D@ —m

m=1m'=1
2. O produto externo de multivetores a,a’ € A é

d d

ava = + + <<a>m<a,>m’>m+m’~

m=0 m’=0
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Produto escalar e norma quadratica da algebra geométrica

Lembremos que temos um produto escalar ( - , - yem R4 = R%-%0-d+ ¢ que a forma quadratica associada
a esse produto escalar é denotada
Wy =(v,v).

A notacdo ressalta que a forma quadratica ndo é necessariamente positiva e igual a | - |*, o quadrado
da norma, portanto nem sempre existe um ntimero real ¢ € R tal que ¢ = (v)2. O expoente portanto
deve ser interpretado como parte da notacdo, e ndo como a operacio de elevar a 2. Ele indica somente
que se trata de uma forma quadratica, portanto vale, para todo escalar ¢ € R, {cv)? = c*(v)2.

Queremos definir um produto interno e uma forma quadratica na algebra A(d). Para isso, primeiro
notemos que se a € A(d) é um produto de vetores a = vg -+- V,,_1, €ntdo

| 2

aa’ = vg - Uy Vpg Vo = () - (Vo) = a’a € R

No caso geral, aa’ nio é necessariamente um escalar, mas sempre podemos tomar a parte escalar.
Baseado nisso, podemos definir um produto escalar e uma forma quadratica na 4lgebra geométrica.

Definicdo 1.11. Sejad = (d_,d,,d,) € N3. O produto escalar de multivetores a,a’ € A(d) é o
escalar

1
(a,a’) = E(aa’T +a'a),.
A norma quadrdtica de um multivetor a € A(d) é o escalar
() = (aa’),.

E importante ressaltar a forma quadratica e o produto escalar de multivetores ndo sdo necessa-
riamente positivo-definidos, nem mesmo nio degenerados, mas se o forem no espaco vetorial R%
também serdo na algebra.

Proposig¢io 1.10. Sejamd = (d_,dy,d,) € N3. O produto escalar (-, - ) de A(d) é um produto escalar
no espaco linear A(d) e a forma quadrdtica ( - ? é sua forma quadrdtica associada.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que ( -, - ) € bilinear. Para todosc € Re a,a’ € A(d),
1
(a,ca’ +a")y = §<a(ca/ + a”)Jr + (ca’ +a"a'),
1 ! n 1 ! "
= E(a(ca +a) + §<(ca +a"a'’),

1 1, e 1 1
= Ec(aa”’)O + z(aa’ Yo + Ec(a’aT)O + E(a”a*)o

ca,a’) +(a,a").

Como (-, - ) é simétrico por defini¢do, segue que ¢ bilinear e portanto um produto escalar.
Finalmente, notemos que, para todos multivetores a, a’ € A(d), segue da linearidade da transposta
, da bilinearidade do produto geométrico e da linearidade do trago (- )o que

2a,a’y =(aa’" + a'a’),
= (aa'T), + (a'a’),
= (aa’)y + (aa’") +(a'a®)y + (a'a’")g — (aa’)y — (a'a’T),
= ((a+a)a+a) ) —(aa), —(a'a't)
=(a+a')* —(a)* —(a')%

Isso mostra que { - )% ¢ a forma quadratica associadaa (-, - ). |
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Ressaltamos entdo o resultado ja comentado anteriormente sobre a forma quadratica de um
produto de vetores.

Proposicdo 1.11. Sejad = (d_,dy,d,) € N3. Sejam v, ..., V,,,_; € R vetoreser := vy -+ vy,_; €
A(d) o produto desses vetores. Entdo

=t =rfr =) (v_1)? €ER.

Pergunta 1. Para quais multivetores a forma quadratica € multiplicativa?

Inversa multiplicativa

Definicao 1.12. Sejad = (d_,d,,d,) € N3. O grupo multiplicativo de A(d) é o grupo A’ (d) de todos
os elementos invertiveis de A(d) com relacdo ao produto geométrico. O grupo multiplicativo par de
A(d) é o grupo Aj(d) := A7 (d) N Ay(d).

Claramente, todo escalar invertivel (isto €, um elemento de R~ = R\{0}) é um multivetor invertivel.

Proposicdo 1.12. Sejad = (d_,d,,d,) € N3. O grupo multiplicativo R” dos escalares estd contido em
A7 (d).

A inversa multiplicativa de um elemento a € A(d) nem sempre existe. Por exemplo, o multivetor
1+ iy € A(1) ndo tem inversa, pois, como i3 = 1, segue que, para todo a € A(1) escrito como
a=Xx+Yyigcomx,y €R,

(I +ip)a =1 +ig)(x + yig) = (x + yip) + (x + yig)ipg = (x + y)(1 +ip),

o que impede que esse produto seja 1 independente do a.

Para determinar uma classe de multivetores invertiveis, primeiro classificamos os vetores inver-
tiveis. Lembremos que um multivetor nuldrio ¢ um multivetor a € A(d) tal que (a)> = 0 e um
multivetor unitario é um multivetor a € A(d) tal que (a)? = 1.

Proposicio 1.13 (Vetores invertiveis sdo os vetores ndo nulérios). Sejam d = (d_,dy,d,) € N3 e
v € R% um vetor. Entdov € A’ (d) se, e somente se, (v)? % 0. Se v é invertivel, entdo

-1V
()
Demonstracdo. Se (v)? # 0, entdo v! = #, pois
1 v (v)? (v)? v 1
=)= =]l = =p— =
TR T p vz e T

Se (v)? = 0, suponha por absurdo que v € A’ (d). Entdo valeria 1 = vv~!, logo
v=vww =@ 1l=0. [ |
Agora, para multivetores que sdo um produto de vetores invertiveis, a inversa sempre existe.

Proposicio 1.14. Sejamd = (d_,dy,d,) € N> evy, ..., V1 € R% N A7 (d) vetores invertiveis. Entdo
ri=Vg -V, € A7(d) éinvertivel e

-1 -1 -1 rf
r =vm_1'-~v0 :W.

Se r é unitdrio, entdo r~! = (r)?r’ = +rf.
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Demonstracdo. Da PROPOSICAO 1.11 vale

(P =1’ =y )? () €R

Uh

Como os vetores vy, sdo invertiveis, segue da PROPOSICAO 1.13 que (v, )2 £ 0 e v;l = o’ portanto
h
(r?+0e
¥
-1 -1 -1 Vm-1 Vo r
r =V, 1V = — s — = —
ml 0 (WUm-1)? (> (r)?
Se (r? = #1,entdo r! = (r)>)~r" = ()t = +rf. ]

Em geral, existem multivetores invertiveis que ndo sdo um produto de vetores, mas determinar
todos esses elementos nao ¢€ trivial*>.

Proposi¢do 1.15 (Multivetor invertivel gerado por nulérios canonicos). Sejamd = (d_,d,d,) € N3

ea= +fn_0 +he(d0) anen € A(0,dy, 0) um multivetor gerado por vetores candnicos nuldrios €;. Se
- m

a € A7 (d), entdo{(a), * 0.

Demonstragdo. Se (a), = 0, é facil notar que o produto de a com qualquer multivetor a’ € A(d) ndo
tem parte escalar, portanto a ndo pode ter inversa. [

Valem as seguintes relagdes entre a inversa multiplicativa e as involu¢des da algebra, que estabele-
cem que o grupo multiplicativo de A(d) é fechado pelas involucGes.

Proposicdo 1.16. Sejad = (d_,d,,d,) € N3. Asinvolucdes transposicdo, inversdo central, conjugacao
e inversdo aditiva preservam A’ (d). Explicitamente,

1. Paratodoa € A’ (d), valea™ € A’ (d) e

(@t =@
2. Paratodoa € A7 (d),valea* € A’ (d) e

(@)™ = (@™

3. Paratodoa € A7 (d), valea* € A”(d) e

(@) =@’
4. Paratodoa € A’ (d), vale—a € A" (d) e
(—a)!=—al.
Demonstragao. 1. Como 7 é antiautomorfismo,

aT(a_l)T = (a‘la)T =1"=1.

2. Como * é automorfismo,
at(a) = (aa™) =1* = 1.

12. https://math.stackexchange.com/questions/3154032/how-to-compute-if-a-multivector-inverse-exists-i

n-clifford-algebra
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3. Como % é composigdo de T e =,
(@) =@h = (@) = (@) = @)
4. Da bilinearidade do produto geométrico,
(—a)(=a™V) = (-1)(-Daa"! = 1. [ |
Isso mostra que nido ha ambiguidade em denotarmos
=@,

G

a~ti= (a‘l)i.

2 Transformacdes ortogonais e representacio adjunta

2.1 Projecoes, reflexdes e rotacoes
Projecao ortogonal e projecio paralela

Definicdo 2.1. Sejamd = (d_,d,,d,) € N3, m € N tal que m < |d| e s € A’ (d) um m-vetor simples.
A projecdo paralela de um vetor v € RY sobre s é

ms(v) = (v-5)s7h

A projecdo perpendicular de um vetor v € R? sobre s é
(V) == (v Vvs)sL
Sempre vale
v=vss Tt = s+ v V)T = m(v) + mp5(v).
Reflexdes e rotacoes

Para refletir um vetor v com respeito a um subespaco S, refletimos o vetor pela origem e entdo
adicionamos duas vezes a projecio do vetor no subespaco S, para desfazer o efeito da reflexdo pela
origem. Isso é dado pela férmula
ps(v) = —v + 275(v).

Note que, no caso especial do subespaco ser S = {0}, temos simplesmente a reflexdo pela origem, dada
pela inversa aditiva.

Quando temos um produto interno, a estrutura de ortogonalidade permite definir a projegao
perpendicular 7, g, enquanto que a projeg¢do no subespago S € a projegdo paralela 7r;s. Um vetor v
sempre pode ser decomposto nas componentes paralela e perpendicular a S:

V= 71'”5(1)) + s
Nesse caso, a reflexdo por S é equivalentemente dada pelas formulas

ps(v) = —v + 2m5(v) = v — 27, 5(v).

32



Se um m-vetor simples s € A(d) representa um subespaco linear S C R%, podemos traduzir essas
férmulas em
oW ==v+@-s)st=v—(vvs)s L

Para refletir um vetor v com respeito a um hiperplano perpendicular a um vetor w, podemos
decompor v nas componentes paralela e perpendicular a w, e entdo refletir a componente que é
paralela a w (ou seja, que € perpendicular ao hiperplano). Isso resulta na férmula

7(W) — () = v =27,V =v =20V - ww =v - 2%

w.
ou na féormula
T1w(W) = (V) = —v + 27, (v).
Note que essa operagio pode ser representada usando somente o produto geométrico. Como w* = —w,
entao
1 1
VWw—v-w= E(vw—wv)— E(vw+wv) = —wy,

portanto segue que

T = (W) =@ Vvww = -ww =@ vw—v-ww =wow

Definimos portanto a reflexdo com essa férmula.

Definicdo 2.2. Sejam d = (d_,d,,d,) € N3 e w € R%. A reflexdo no hiperplano perpendicular a w é
a transformacgao

ow: R4 — R4
1 v-w

=V—-2—7W

Vi— wifyw~
[wl2

1

No caso em que w é unitario, valew™ =w = w', e a férmula se reduz a

1

() = wyw™! = —wvw = wvw'.

Uma rotacdo ¢ uma composi¢do de um ntimero par de reflexdes. Sejam w,w’ € R4
Consideremos a composigao da reflexdes relativasawe a w’.

Pw © Pw(V)

E possivel mostrar que a rotagdo resultante por essa composi¢ao de reflexdes ¢ a rotagdo no plano
formado por w vV w’ e pelo dobro do angulo entre we w'.
Consideremos agora vetores unitarios u, u’ € RA. Definimos

. uvu'
=
Juu luvu|
Esse é o bivetor unitario que indica o plano de rotacdo. Para mostrar que j2,, = —1, primeiro notemos
que
uvu =uVvuuul

uv@ -u+u vuu!

uv (W - wut+ @ vuwut)
W -wuvul+uv@ vuu!
uv @ vuwul

uv g, u).
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Agora notemos que

ur ,W)=uv@W vwul=u@Wu—-uv - wul=uw —u -u=uvu

m,u=w vwultu=uVvu

Isso mostra que u e 7, (1) anticomutam,

ur (W) =uvu =—-u'vu=—-m,Wu)u,
e também que
. _uvu  um, )
Juu’ - |LlVLl,| - |uVu’| .
Como
|7, W) = |(uvuu™t = luvul,
segue que
jZ — uﬂ_]_u(u,) uﬂLu(u,) - _ 2(77.'_]_“(1/[,))2 __
w T uvu| |uvw| luvu|?

O anguloentreueu’ é
6, = cos (u-u').

Como
u-wP+luvu? =1,
segue que |u V u'| = sin(8,,/) e entdo, como 2, = —1,
uw' =u-u' +uvu =cos(d) + sin(8)j,r, = eSuniu,
e
u'u = cos(8) + sin(6)j,,, = cos(8) — sin(B)jy, = e Cunduu’,

Como uu' gera a rotacdo por 26,,,/, concluimos que a rotagdo por angulo a no plano de um bivetor
unitario j é dada por

]

i
ve 2!

3
ez2
Por fim, enunciamos um resultado de 4lgebra linear.

Proposicio 2.1 (CARTAN-DIEUDONNE). Seja d € N e R o espaco ortogonal com produto escalar
(positivo-definido) canodnico. Sejam T : R? — R? uma transformacdo ortogonal e n := d — dim((T —
1)~1(0)). Entdo existem n reflexdes ortogonais R, ... , R,,_; por hiperplanos tais que

T = Rn—l O - ORo.

Demonstracdo. A prova serd por inducdo em n. (Caso zero) Para n = 0, temos T = I, que é o produto
de 0 reflexdes. (Caso sucessor) Seja n € N, e suponhamos que a proposicéo vale para todo natural
menor que n. Como n > 1, (T — I)~1(0) % RY, portanto existe u € R \ (T — I)~1(0), o que significa
que T(u) — u # 0. Definamos entdo o hiperplano

H = R(T(w) —u)* = {ve R [(T(u) — u,v) = 0},
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e a composicio T' := Ry o T: RY - RY, em que Ry : RY — RY é a reflexdio ortogonal com respeito
H. Como T ¢ ortogonal,

ST - T) _ ) (TP - @ Tw) . @P=wTw) _,
(T@—up (TR — 2T, u)+ W2 22— 2w Tw)

portanto a transformacio T’ satisfaz

(T(u) —u, T(w))

T'(w) = Ry(T(w) = T(w) — 2 (T(w) — u)?

(T(w) —w) = T(w) — (T(w) —uw) = u,

o0 que mostra que Ru C (T’ —1)~1(0). Além disso, para todo v € (T — I)~1(0) vale T(v) = v, portanto
segue da ortogonalidade de T que

(T(w) — u,v) =(T(w),v) — (u,v) = (T(w), T(v)) — (u,v) = 0,
o que implica que v € H, logo (T — I)~1(0) C H. Isso mostra que
(T-D7'(0) c(T-D~0)®Ru S (T' -=1D)7Y(0).
Como (T = 1)~1(0) n H C (T — 1)~1(0), concluimos que
dim((T" - )7(0)) = dim((T = )~'(0)) + 1,

e pela hipotese de inducéo segue que T’ é uma composicdo de n — 1 reflexdes ortogonais Ry, ..., R,_»
por hiperplanos tais que T’ = R,_, o --- o R, portanto

T=RygoT' =RgoR,_50--oR,

¢ uma composicdo de n reflexdes ortogonais por hiperplanos. [ |

Conjugacio por exponencial de vetores e bivetores
Proposicdo 2.2. Sejamd = (d_,dy,d,) € N3 ev,v' € R\ vetores.

1. SeveV' sdo paralelos, eles comutam.
2. SeveV sdo perpendiculares, eles anticomutam.
3. SeveV' sdo perpendiculares diferentes de 0, eles sdo linearmente independentes.

Proposicio 2.3. Sejamd = (d_,dy,d,) € N*ev € R umvetoreb € R um bivetor:

1. Sevebsdo paralelos, eles anticomutam.
2. Seveb sdo perpendiculares, eles comutam.

.~ . || . c .
Proposic¢io 2.4. Sejamd = (d_,dy,d,) EN3eb € R(2) um bivetor (unitdrio ou nuldario?).
1. Para todo vetorv € R4,

[bv] = 2 ~ "D prryy(v) = — ().

2. Para todo vetor v € RY,

bpb = b2(7T||b(V) —71p(V) = (p(v) — 7 p(v)b?.
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Proposi¢do 2.5. Sejamd = (d_,dy,d,) € N3, v,V € R4 vetores ortogonais entre si, e b = vv’ o bivetor
simples que eles formam.

1. b% = 0 se, e somente se, (V)2(V')?> = 0.
2. b% > 0 se, e somente se, (V)Y*(V')? < 0.
3. b2 < 0se, e somente se, (V)>(v')? > 0.

Além disso, b é sempre produto de vetores nuldrios ou unitdrios.

Demonstracdo. Como v e V' sdo perpendiculares, eles anticomutam, logo b> = —v?v’2. Os casos
seguem direto. |

Proposicdo 2.6. Sejam d = (d_,dy,d,) € N3, v,v' € R? vetores unitdrios ou nuldrios ortogonais
entre si, b := vV’ o bivetor simples que eles formam, e

ex : R2(b) — R2(b)

pr—e®p
a transformacao linear restrita ao plano R?(b).

1. Casob? = 0:
e Se(v)? =0e(v')? =0,e%x éaidentidade:

= (39),

e Se(v)? =0e(v')? =1, e%x é uma transveccdo (cisalhamento) paralela a v por fator 6:
= (39).

o Se(v)? =0e(v')? = —1, e x é uma transveccdo (cisalhamento) paralela a v por fator —6:
e®x=(57)

2. Caso b? = —1:

e Se(v)? =1e(v')? =1, e%x é uma rotacdo de v para v' por angulo —6 (ou de v' para v por

dngulo 6):
ob., _ ( cos(6) sin(6)
X = (—sin(6) cos(@))'
¢« Se(vy? = —1e(v')? = —1, e®Px é uma rotagdo de v para v' por angulo 6:
ob., _ [ cos(6) —sin(B)
X = (sm(e) cos(8) )
3. Casob?® =1:

o Se(v)? = —1e(v')? =1, e%x é uma rotacdo (translacdo?) hiperbolica expansora em v + v’ e
contratora em v — v' com expoente 6:

Oby, _ h(6) sinh(6)
eTX = (Z?Sh(e) iﬁéh(e))-

Demonstragdo. Como v e V' sdo uma base, para todo p € R?(b) existem pg, p; € R tais que p =
pPoV + p1V'. Basta entdo calcular em cada caso usando b = vV’ e a anticomutatividade de ve v'.

1. Caso b? = 0. Nesse caso, €?® = 1 + 6b.
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2. Caso b? = —1. Nesse caso, e?? = cos(8) + sin(6)b.
3. Caso b? = 1. Nesse caso, e = cosh(6) + sinh(6)b.

Proposicio 2.7. Sejamd = (d_,dy,d,) € N3, v € R¥ um vetor e O € R um escalar. Para todo vetor
d
p € RY

6 6
po,(p)= e2"pe 2" = m,(p) + €%, 4(p) = 7yu(p) + (PO
e

6 6
p o, (p)= e2"pe 2" = 7h(p) + %t (p) = 7yu(p) + L (P)e
e

Demonstracdo. Ressaltemos primeiro que, de acordo com a PROPOSICAO 2.2, se p é paralelo a v, eles

comutam, portanto
. 6 . 0
psinh <§v> = sinh (§v> p

5} 6
pcosh <§v> = cosh (51)) p
e, se p é perpendicular a v, eles anticomutam, portanto
. 6 . 6
psinh (51)) = —sinh <§v> p
6 6
pcosh <§v> = cosh <§v> p-
s 0 . 6 . .

Além disso, cosh (Ev) e sinh (Ev) sempre comutam entre si. Assim obtemos

6 6
“v.__—-V
ez pe 2

(cosh( v) + sinh <gv>) (7yo(p) + 71u(P)) (cosh( v) - smh( ))
= (cos < > (g ) - cosh( ) sinh <gv> s1nh< )cosh (%})) 7u(P)
+ (cosh (2\))2 + smh(iv) + cosh < > sinh (g ) + sinh <§ ) cosh (%})) 7,.(p)

= (1 + 0)my,(p) + (cosh(6v) + sinh(6v))7,,(p)
= ﬂllv(p) + eevﬂlv(p)

P e,(p)
ez2

e, analogamente,

2] °]
e2”pe” 2" = my,(p) + myp(p)eO. [ |

Proposicdo 2.8. Sejamd = (d_,d,,d,) € N3 b € R(lgl) um bivetor simples e © € R um escalar. Para
todo vetor p € R4,

%y 8 _
P oy(p)=ex’pe " = e p(p) + m1p(p) = 7yp(P)e ™ + 71 4(p).
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Demonstracdo. Ressaltemos primeiro que, de acordo com a PROPOSICAO 2.3, se p € paralelo a b, eles
anticomutam, portanto

. e\ . 6
psinh <§b) = —sinh (§b> D
0 6
pcosh <§b) = cosh <§b) p
e, se p é perpendicular a b, eles comutam, portanto
. 6 . 0
psinh (§b> = sinh (§b> p
0 0
pcosh (§b> = cosh (§b> p-
o 1 0 . 0 . .
Além disso, cosh (Eb) e sinh (Eb) sempre comutam entre si. Assim obtemos

oy _8
ez pe :2

(cosh( ) + sinh (gb)) (myp(p) + 71p(pP)) (cosh( ) - smh( b))
= (cos <— ) + sinh (g ) +cosh< )smh(gb smh( )cosh(%b)) 75(p)
+ (cosh (2b>2 —sinh <§b> - cosh( )smh (g ) + sinh (g )cosh <§b>) 7,(p)

= (cosh(6b) + sinh(6b))7p(p) + (1 + 0)7,5(p)
= e%m,(p) + m1p(D)

b

P e,(p)
e2

e, analogamente,
% -2 —ob
ez pe 2 =mp(ple™" + mp(p). [ |

Proposicio 2.9. Sejamd = (d_,d,) € N> ev € R% n A’ (d) um vetor invertivel. A transformacdo p,
pode ser restrita a RY e é a reflexdo no hiperplano perpendicular a v.

Proposi¢io 2.10. Sejamd = (d_,d,) € N?ev,v' € R% n A’ (d) vetores invertiveis. A transformacdo
Purp pode ser restrita a RY e é a rotagdo por um dngulo 2.£(v,v") no plano paraleloa v A V'.

2.2 Ortores e rotores
Representacio adjunta

Baseado na definicdo da reflexdo p,, e rotacdo py,,,, vamos definir uma acdo em A(d) pelos elementos
invertiveis de A(d).

Definicdo 2.3. Sejamd = (d_,d,,d,) € N*> er € A”(d) um elemento invertivel. A representa¢do
adjuntader é

pr s A(d) — A(d)

a+— r*ar!

A proposicdo a seguir mostra que a representacdo adjunta é uma representacio de A’ (d) em A(d).
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Proposicao 2.11 (Representagdo adjunta ¢ representagdo em A(d)). Sejad = (d_,d,,d,) € N3 A
representacgdo adjunta satisfaz

1. pl = I
2. Paratodosr,r' € A7 (d),
Py © Pr = Prrr-
3. Para todor € A’ (d), p, é bijecdo linear e p;* = p,-1.
Demonstracdo. 1. Paratodo a € A(d),
p1(a) = 1*al™! = 1al = a = I(a),
portanto p; = L.

2. Como a inversdo central é automorfismo e a inversdo multiplicativa é antiautomorfismo, para
todo a € A(d) vale

pr 0 pp(@) = r*(Far ) ™ = (7P a(r )™ = poia),

portanto p,s o p, = Pprp.
3. Alinearidade segue da bilinearidade do produto geométrico. Para a bijetividade, basta notar

que a inversa de p, € p,-1 pois

Pr-1°pPr = P1 = Pr° Pr-1.

A PROPOSICAO 2.11 mostra que a representacdo adjunta é uma representacio
p: A (d) — R(A(d))
r— p,: A(d) — A(d)
vi— rforl,
Pergunta 2. A acdo de A”(d) por p preserva a estrutura de super-algebra graduada de A(d), isto é,
os subespacos par Ay(d) e impar A,;(d)?
Proposic¢do 2.12. Sejad = (d_,dy,d,) € N3. Valem as seguintes propriedades:
1. Paratodosr € A’ (d)ea € A(d),
(or(@)” = pr(a*).
2. Paratodosr € A’ (d)ea € A’ (d),
(pr(@)™! = ppea™).
Demonstracgdo. 1. Como a inversdo central * ¢ automorfismo,
(o (@)* = rrar ' = ra*(r*)™ = p,(a*).
2. Como a inversa multiplicativa é antiautomorfismo,
(@)™ = (Far ) = ra ") = pre(a). n

Proposi¢do 2.13. Sejad = (d_,d,,d,) € N3. A representacdo adjunta pode ser restrita a uma acdo
de Aj(d) em Ay(d).
Demonstracdo. Paratodosr € Aj(d) e a € Ay(d), vale r* = r e a* = a, portanto segue da PROPOSI-
CAO 2.12 que

(pr(@)" = ppe(a*) = pr(a),
portanto p,(a) € Ay(d). |
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Grupo de ortores

De modo geral, a acdo adjunta nio pode ser restrita ao espaco R, pois para um vetor v € R% o
elemento i*vi~! ndo necessariamente é um vetor. Vamos entdo nos restringir aos elementos invertiveis
da algebra A(d) que levam vetores em vetores pela representacdo adjunta, pois isso nos permite
estudar transformacdes lineares no espaco vetorial R%.

Definicio 2.4. O grupo dos ortores'> de R? é
G(d) = {r € A’ (d)| p/(RY) C RY}.
O grupo de ortores pares** de RY é
Go(d) == G(d) N Ay(d).

Chamamos de ortores pois, como serd demonstrado mais adiante, eles sdo representantes de
transformagdes ortogonais.

Proposicio 2.14. Sejad = (d_,d,,d,) € N3. O grupo dos ortores G(d) é um grupo com respeito ao
produto geométrico e, para cada r € G(d), a restricdo p, : R — RY é bijecdo linear.

Demonstragdo. Sejar € G(d). Primeiro notemos que, como p, : A(d) — A(d) é bijecdo linear e,
quando restrita a R? tem sua imagem contida em R, segue que a restricio p, : R — R? ¢ bijecdo
(pelo Teorema do Nucleo e da Imagem).

Basta entdo provar que G(d) é subgrupo de A” (d). Sejam r,r’ € G(d). Como a representagio
adjunta por r e r' levam vetores em vetores, para todo v € RY, vale p,(v) = r*vr—! € R%, portanto

orr(V) = P or Tt e RY,

o que prova que r'r € G(d).

Agor sejar € G(d) e consideremos as transformacées p, : A(d) - A(d) e p,-1: A(d) - A(d).
De acordo com a PROPOSICAO 2.11, essas transformacdes sdo inversas uma da outra. Suponhamos por
absurdo que p,-1, quando restrita a R%, nio satisfizesse p,-1(R%) C R%; ou seja, que ela nio levasse
vetores em vetores. Entdo existiria um vetor v € R tal que p,—1(v) ¢ R%. Mas, como p, : RY — R? ¢
bijecio, existe um vetor w € R< tal que p,(w) = v, e isso implicaria que

W = o1 0 p (W) = pp1(v) € RY,
uma contradicio. Assim concluimos que p,-1(R?) C R e, portanto, que r~* € G(d). [ |

Por consequéncia das PROPOSICOES 2.11 e 2.14, podemos restringir a representacdo adjunta a uma
representacio de G(d) em R%:
p: G(d) — &R
r—sp,: RE— R4
v rfor L

Pergunta 3. Isso também implica que a agio de G(d) por p preserva todos os subespacos R(zx)? Ela

preserva R4 = r® por defini¢do. Também preserva R? A resposta afirmativa seria interessante do
ponto de vista algébrico/estrutural, pois tiraria uma certa arbitrariedade na escolha de G(d) preservar
R4, pois mostraria que G(d) é de fato o subgrupo que preserva a estrutura de dlgebra graduada de
A(d).

13. Esse grupo ¢ denominado grupo de Lipschitz ou grupo de Clifford na literatura.

14. Esse subgrupo ¢ chamado de grupo especial de Lipschitz/Clifford.
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Proposicio 2.15. Sejad = (d_,dy,d,) € N°. Ser € G(d), entdo r*,r,r¥,—r € G(d).
Demonstragdo. Por definicio, para todo v € R? vale r*vr—! € R4,

1. Como a inversdo central * é automorfismo e em RY é a inversa aditiva, vale v = —v* e

—(r*vr1)" = r*vr!, logo segue que
)™ = ) (=) = o) = rrort e RY

portanto r* € G(d).
2. Como p,.—1(v) =r~tvr* € RY, e a transposicdo 1 é antiautomorfismo e em R9 é a identidade,

vale v = vt e = lor) = 1y, logo segue que
TP N PRI DI N R JTIN S J d
@) vaE) L=V = vr*) = rlurt e R,

portanto r’ € G(d).
3. Segue da conjugagdo i ser composicdo da transposicio { com a inversdo central *.
4. Segue da linearidade do produto que

(-)*v(=r)1 = r'vr !t e RY,
portanto —r € G(d). |

Provamos agora um resultado que relaciona a acdo de um ortor com a agdo de sua inversa, sua
transposta e sua inversao central.

Proposicio 2.16. Sejad = (d_,d,,d,) € N°. Para todo ortor r € G(d) e todo vetor v € RY,

pr(v) = pr(v)

Prt )= Pr—l(V)-

Demonstracdo. Sejam r € G(d) e v € RY. Por definigdo de r vale que r*vr~! € R%. Entdo, como

. ~ , . eys . N —
a inversdo central * é a inversa aditiva quando restrita a R%, vale v = —v* e —(r*vr~1)" = rfvr-L.

Portanto, como a inversdo central * é automorfismo, segue que
% _ _ * _ * —
pre(®) = ()W) = =) v = =) = o = p,(v).

Note que p,-«(v) = r~vr* e, pela relacdo anterior, p,-« = p,-1. Da PROPOSICAO 2.15 segue que
r~* € G(d), o que implica que r~'vr* € RY. Entdo, como a transposicio T ¢ antiautomorfismo, e é a
identidade quando restrita a RY, segue que

- N _ il
pr) = (N V(D) = (VI = ) = (0 () = o) = (). W
Podemos também mostrar que um produto de vetores invertiveis € um ortor.

Proposigio 2.17 (Produto de vetores invertiveis € ortor). Sejamd = (d_,dy,d,) € N3, wy, ..., w,,,_; €
R? N A7 (d) vetores ndo nuldrios. Entdo wg --- Wy,_; € G(d).

Demonstracdo. Sejaw € RYn A’ (d). Para todo v € RY,

—wv =vw — (VW + wv) = vw —2v - w,
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portanto
Pw(V) = wHvw™!
= —wyw™!

=(w-=2v-ww!
=v—-20v-ww!eR%

Isso mostra que w € G(d). Como

pr--'wm_l = pUJQ O e opwm_l’
concluimos que wy -+ wy,,_; € G(d). [ |

Ainda ndo temos as ferramentas necessarias para provar que de fato todo ortor ¢ um produto de
vetores, mas mais adiante isso serd feito. De modo mais geral, isso s6 vale quando a caracteristica do
corpo é diferente de 2.

Antes de passar para a proxima se¢do, caracterizamos o nucleo da agao restrita aos vetores.

Proposicio 2.18. Sejad = (d_,dy,d,) € N3. O niucleo da representacdo adjunta
o G(d) » &RY)

é o grupo multiplicativo A”(0,d,,0). Caso dy = 0, o nucleo é o grupo multiplicativo dos escalares
R’ = R\ {0}

Além disso, r € G(d) pertencer ao niicleo de p é equivalente a r~* pertencer ao niicleo, equivalente a
r* pertencer ao niicleo, e equivalente a ' pertencer ao niicleo.

Demonstracdo. Sejar € A’ (d) tal que p, = 1. Entdo, para todo v € RY, vale r*vr!

portanto

= p(v) = v,

rv =vr.

Pela PROPOSICAO 1.4, isso vale se, e somente se, r € A(0, dy, 0). Portanto r € A(0,dy,0)NA”(d) =
A”(0,dy,0). No caso em que d, = 0, vale A(0,d,0) = R, portanto A”(0,d,,0) = R”.

Por fim, note que por consequéncia das PROPOSICOES 2.11 € 2.16, p, = p,+ € py | = p,-1. Portanto
pr = I equivale a qualquer uma dessas representacdes serem iguais a identidade. |

Forma quadratica de ortores
De acordo com a PROPOSICAO 1.11, a forma quadratica de um produto de vetores r = vy -+ v,,,_; satisfaz
r? =rr'.

Consideremos entdo o valor rr de um ortor r € G(d). Queremos mostrar que esse valor ¢ um
numero real, o que implica que é igual a forma quadratica de r, pois ela é a parte real de rr':

PP = (.

No entanto, quando d, F 0, isso ndo vale, pois se €, € um vetor candnico nuldrio, entdo 1 + ¢, é
invertivel, pois
Q+e)(1l—g)=1-¢k =1,
logo 1 + ¢, € G(d), mas
1+ eo)(eo)T =142¢ ¢ R.
No entanto, isso s6 ocorre por causa dos vetores candnicos nularios. Quando o produto escalar é

nio-degenerado, rr’ € R. O truque é mostrar que rr' esta no nticleo da representacio p, o que segue
como consequéncia da PROPOSICAO 2.16.
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Proposi¢io 2.19. Sejad = (d_,d,,d,) € N3. Para todo ortor r € G(d),
rrt = ({r)? € A7 (0,d,,0).
Sed, =0, rr’ € R”. O mesmo vale para r'r.

Demonstragdo. Como r € G(d), segue da PROPOSICAO 2.16 que, para todo v € RY,

prrt(V) = pr o ppi(V) = pp 0 pr1(V) = V.
Isso mostra que rr' estd no nucleo da representagdo adjunta p, portanto segue da PROPOSICAO 2.18
que pertence a A” (0, dy,0). O mesmo vale para r'r pois

prir(V) = pyi 0 pp(V) = pp-10 pp(v) = .

Alternativamente, isso também segue de
- —1zyFy\—
= ()™
Se d, = 0, entdo A7 (0,dy,0) = R”. |

Finalmente, podemos provar que a representacdo adjunta de um ortor » ¢ uma transformacao
ortogonal.

Proposi¢io 2.20. Sejad = (d_,d,d,) € N>. Paratodor € G(d), p, : R? = RY éuma transformacdo
ortogonal e, se d = (0,0,d..), a restricdo da representacdo adjunta p : G(d) — O(R?) é sobrejetiva.

Demonstragdo. Sejav € R%. Comor € G(d), entdo r*vr~! € RY, portanto (r*vr‘l)Jr =r*vr~!eentdo
ror1H? = (r*vr1)? = (r*vr‘l)T(r*vr_l).
Como r'r estd no nucleo de P,
v = v(rtr).

Com isso, e usando o fato de que a inversao central * € automorfismo, obtemos

For 12 = (For ) (e
= r~ i) ror?
= r~T(rtr) vrl
=r~fo@Trr!

= W2rfrip !

= (V)%

Agora consideremos d_ = d,, = 0. Para mostrar a sobrejetividade, seja T € O(R%) uma transforma-
¢do ortogonal. Pelo teorema de Cartan-Dieudonné (PROPOSICAO 2.1), existem reflexdes Ry, ..., Rg_;
tais que T = Ry_; o --- o Ry. Para cada reflexdo R), escolhemos um vetor v; € R? que é ortogonal ao
hiperplano de reflexdo de R;, o que implica que R; = p,,. Portanto, definindo r := vg_; --- vy, segue
quer € G(d) e

T=Rgq0-0Ry=py,  ©°pPy, =P u
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A PROPOSICAO 2.20 mostra que as transformacdes lineares p, : R4 — RY para p € G(d) sdo
transformagdes ortogonais, o que justifica o nome ortor para um elemento de G(d) e permite restringir
o a uma acio de G(d) no grupo ortogonal O(R?).

p: G(d) — O(RY)
r—p,: RE— R4
v rfor L,
O fato de que p, ¢ uma transformacio ortogonal em R¢ também mostra que, por consequéncia da
PROPOSICAO 2.16, a transposta de p, € igual a p,+. Isso mostra que o termo transposta ndo ¢ s6 uma
analogia entre a transposicdo de matrizes e bivetores, mas tem um carater algébrico.

Pergunta 4. As transformacdes p, para ortores r € G(d) preservam a norma quadratica na algebra
A(d)? Se sim, o subgrupo de A” (d) com essa propriedade coincide com G(d)? Se sim, isso classificaria
o grupo G(d) nio s6 como aquele que preserva R%, mas como o que gera transformagdes ortogonais
em A(d).

Finalmente, podemos concluir que o grupo de ortores é o grupo de todos os produtos de vetores
néo nulos.

Proposicdo 2.21. Seja d € N. O grupo de ortores G(d) coincide com o conjunto de todos os produtos de
vetores ndo nulos.

Demonstracdo. Devemos mostrar a equivaléncia em ambos sentidos.

» (©) (Isso nido vale para qualquer corpo, existe uma tinica excecao para caracteristica 2.) Segue do
teorema de Cartan-Dieudonné (PROPOSICAO 2.1), que afirma que toda transformacéo ortogonal
em R< é composicio de até d reflexdes.

» (2)Sejar =vy,_q - vy. Entdo

Pr = Puy_y ©* © Puy-
Cada fator p,, € uma reflexdo, portanto leva vetor em vetor, o que implica que p, leva vetor em
vetor.

Podemos restringir um pouco mais o grupo de ortores G(d) se considerarmos somente ortores
unitérios, isto é, aqueles que tém forma quadrética igual a +1 € S°.

Defini¢do 2.5. Seja d € N. O grupo de ortores unitdrios de R% é o grupo
SG(d) = {r € G(d) | (r)* € S°}.

Esse grupo ¢ denominado na literatura como Pin(d). Como para todo r € G(d) temos (r)*> % 0
(PROPOSICAO 1.13), entdo podemos definir

Lo
RGN
Assim segue que
(r)? : (ry? : rn? 1 (r)?
(wy? =u? = | (r)2| | (r)2| rr= |<r>2| 2 (r? = l(r)2| =+1€S°
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e, para todo v € RY,

1

pr(v) = rivrt = wrvut = p,(v),

portanto p, = p,,, 0 que mostra que a representagdo adjunta pode ser restrita a SG(d).
p: SG(d) — O(RY)

r— p,: RY — R4

v — rror L,

Grupo de rotores e rotacées

Podemos também considerar um subgrupo dos ortores.

Definicio 2.6. Seja d € N. O grupo de rotores (ou ortores de dimensdo par) de R? ¢ o grupo
Go(d) :=G(d)NAy(d) ={re Gd) |r* =1}

Esse grupo é as vezes denominado grupo de Clifford/Lipschitz especial. O nome rotor indica que
esses elementos sdo os geradores das rotagdes (transformacdes ortogonais que preservam orientacdo
(de determinante positivo)), como serd demonstrado adiante.

Para um rotor r € Gy(d), vale

or(v) = rvr L,

3 Calculo geométrico

Lembremos que a DEFINICAO 1.11 determina que, para d € N, o produto escalar de multivetores
a,a’ € A(d) é o escalar

(a,a’) = %(aa"r +a'a’),
e a forma quadratica de um multivetor a € A(d) é o escalar
(a)? = (aa’)o.
Para vetores Vg, -+ V,,,_; € RY, vale
(Vo - V1) = (Wg)? -+ (Vpemy)?

Esse produto escalar faz de A(d) um espago geométrico (DEFINICAO 0.1). Como parad € N ele é
positivo definido, podemos portanto definir a norma de um multivetor a € A(d) como

1
la] = (a,a)2
e entdo considerar a distdncia entre multivetores a,a’ € A(d) dada por
1
la,d’| :==|a' —a|] =(a’ —a,a’ —a)z.
Assim A(d) se torna um espaco normado e um espaco métrico, e portanto possui uma topologia

natural induzida pela métrica, o que nos permite falar em conjuntos abertos e limites de sequéncias e
fungdes. Vamos usar essa métrica para estudar transformacdes f: U C A(d) — A(d’).

45



Note que podemos identificar a 4dlgebra geométrica A(d) com o espago vetorial R? identificando
a base candnica

d d
Udin|h e (@)} = U fingmy 10 < ho < - < iy <d}
m=0 m=0

de A(d) com a base canénica {i,, | 0 < h < 29} de R?’. Essa identificacdo d4 a mesma topologia e
distancia que a métrica | -, - | definida acima.

3.1 Retangulos, cadeias de retangulos e bordos

Definigio 3.1 (Retangulo). Sejam d € Ned' € [d]. Um retdngulo d’-dimensional em R é um
conjunto R C R% da forma
R = L(O) X oo X L(d—l)’

em que d’ dos conjuntos L)) sdo intervalos reais nio degenerados e (d — d’) sdo degenerados (isto &,
pontos/conjuntos unitarios), todos ndo vazios.

Notacdo 3.1.1. Para simplificar notagio, dados [,I' € [d]], vamos denotar o produto dos intervalos
consecutivos LY, ..., 1) por
L(l,...,l’) = L(l) X oo X L(l,)’

com o entendimento de que esse produto ¢ trivial (conjunto unitario 1) se I’ < L

Definicio 3.2 (Cadeia de retingulos). Sejam d € N e d’' € [d]. Uma cadeia de retdngulos d’'-
dimensionais em R é uma soma formal da forma

-1
R = cqRy,
n=0

em que os ¢,, € R sdo constantes reais e os R,, C RY sdo retangulos d’-dimensionais em R¢.

Lembremos que, dado um intervalo real ndo vazio L C R, seu extremo inferior é denotado
0_1L = 9_L e seu extremo superior é denotado d,;L = 9d,L. Temos sempre d_L < d,L. Esse
intervalo pode ser de qualquer uma das seguintes formas: ]d_L, 3, L[ (aberto), [0_L, 3, L[ (semifechado
inferiormente), |d_L, 3, L] (semifechado superiormente) ou [3_L, 3, L] (fechado). Quandod_L = d_L,
dizemos que o intervalo L ¢ degenerado e, quando d_L < 9, L, que € ndo degenerado.

Definicio 3.3 (Bordo de retangulo). Sejamd € N, d’ € [d],! € [d'],s € S° = {1}, R =
L© x ... x [[@-1) ¢ RY um retangulo d’-dimensional em R¢, e L™ o [-ésimo intervalo nio degenerado
entre os intervalos L%, ..., {4~V A I-ésima face s (superior se s = +1/inferior se s = —1) de R é o
retangulo (d’ — 1)-dimensional

agl)R c= [0, m=1) o {aSL(nl)} 5 [(+1L..d=1)

O bordo de R é a cadeia de retangulos (d' — 1)-dimensionais

R 1= 4 4(-1Disa"R

le[[d'] ses°

= 4 -D'GPR - 3OR),

lefd’]]

O bordo de uma cadeia de retdngulos é definido linearmente.
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Proposicio 3.1. O operador bordo d satisfaz
?=0.
Demonstracdo. Mostraremos inicialmente a propriedade para um retdngulo d’-dimensional R =
L© x ... x [{4-D) em RY. Vamos primeiro mostrar que, para todos | € [d'] e’ € [d’ — 1] tais que
I' <l etodoss,s € S° = {+1}, vale
(14) 01 0 3P®) = o8V 0 3V (R).
Sejam L(u) e (), respectivamente, o I’-ésimo e o I-ésimo intervalos ndo degenerados de

R = L(O ..... nl/—l) X L(nl/) X L(nlr+1 ..... nl—l) X L(l’ll) X L(nl+1,...,d—1).

Por outro lado, o intervalo L) ¢ o (I — 1)-ésimo intervalo nio degenerado de
agl,,)R — L(o,,..,ny—l) X {asl ("l’)} X L(nlr+1,...,nl—1) X L(nl) X L(nl+1,...,d—1)’

pois o intervalo L") no esta mais presente nesse produto e vem antes de L. Isso entdo implica
que

=3"PeYR).

Como o bordode R é
R= =4 J(-1is3R,
le[[d'] ses°

¥R= 4 F(-1)'s36"R).

le[d’] seso

segue por linearidade que

Vamos analisar os termos no somatério. Como a face a§’)R ¢ um (d’ — 1)-retangulo, seu bordo é
1 NP
@R = 4+ F0's a6 R).
Uel[d'-1] s'esO
Assim temos que o bordo de dR é

9?R = + + + + (_1)l+llssl aii’)(agl)R)

le[[d’] sesO I'e[[d’—1] s’€SO

- + 4+ s aER).
s5,8'€S0 (LI")e[d'x[d’-1]

Note que podemos particionar o conjunto [d']] X [d’ — 1] nos conjuntos

D:={LI)e[d]x[d -1]|l> I}
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D' :={L,LI"Ne[d]x[d-1]|l<I}.
e que esses conjuntos estao em bijecéo pela relagio (I,1) < (I',] — 1). Portanto os termos
(—1)"+s's38)3PR)
(que ocorre para (I,I') € D) e
(~1)ED+ 530 V@RIR) = (1) s ol TEUOR) = —(-1) +s's 80 (3P R)

(que ocorre para (I',] — 1) € D) sdo iguais a menos de um sinal (por causa da FORMULA (14)), logo se
cancelam no somatdrio e concluimos que

R= 4 4 D"ssa@ R =o.
5,8'€S0 (L1IN)e[[d'|x[d’'-1]

Como a proposicdo ¢ valida para todo retangulo, também ¢ valida para cadeias de retangulos, e segue
o resultado geral. |

Particdes retangulares e refinamentos

Vamos usar a seguinte notagdo para simplificar a exposicdo: dado k = (ky, ..., kg_1) € Z‘Zlo, denotamos

[kl = kol % -+ X [kg—11.
Portanto n € [[k] significa n = (ny, ..., ng_1) e n; € [k 1 =1{0, ..., k; — 1}.

Definicio 3.4. Sejam k = (ko, ..., kq_1) € Z<, um multi-indice e R = I® x ... x [4-D ¢ R¢ um
retangulo. Uma k-parti¢do retangular de R é uma (quase-)particdo P = {B, | n € [k]|} de R cujas partes
P, sdo retangulos, conjuntos da forma B, = ,(10) X oo X I,(qd_l).

Uma k-particdo retangular pontuada de R é um par (P, x), em que P é uma k-particao retangular

de R e x = (X,)nepk) Uma sequéncia de pontos que satisfaz x,, € B,.

Note que a cardinalidade de uma k-particdo retangular é kg --- kg_;.

3.2 Volume no espaco d-dimensional real R¢

Lembremos que, dadoJ C R um intervalo real, seu bordo é denotado dJ = {3_J,3,J},sendod_J < 3d,J
os extremos inferior e superior de J, respectivamente. Definimos entdo o volume (ou comprimento) de
J por

dI(J) =9,J —a_J.

Para um retangulo R C R dado pelo produto de intervalos R = J(® x --- x J@=1 seu volume ¢ dado
por

(dD4(R) := dIJ®) x --- x dI(T@-D),
3.3 Integracdo de campos multivetoriais

Consideremos um aberto U € R¢ e um campo multivetorial a: U — A(d). Queremos definir a
integral orientada de a em U.
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Definicio 3.5 (Somas parciais direcionadas).

nelk]

Sxepir Ax a(x) 1= == dIBio, .. a-1a(xp).
nelk]
Definicio 3.6 (Integral direcionada).

a(x)dx := lim S,cpa(x)Ax.
'/x.ER 0(P)—0

dx a(x) : lim S,cpAx a(x).
/x‘eR O(P)—0

Va(x) := lim l/ ds f
sEOR

®(R)-0 R

3.4 A derivada como variacido nas extremidades

Seja I C R um intervalo real com bordo oI = {3_1,9,1}, sendo d_I < 3,1 os extremos inferior e
superior, respectivamente; isto é, I ¢ um intervalo de uma das quatro formas ]9_I,d_I[, ]10_I,3,1I],
[0_1,0.I[,ou[d_I,3,1].

Consideremos uma funcio real a valores reais f: I — R, isto é, um campo escalar sobre I. A
derivada de f em um ponto x € I° é definida como o limite (caso exista)

df(x) fx+h) - f(x)
. :

o TS

Uma motivagio para esse limite é obter a inclinacio (ou coeficiente angular) da reta tangente ao
grafico de f em R? no ponto (x, f(x)) como o limite das inclinagdes das retas secantes proximas.
A derivada de f também satisfaz, para todo x € I°,

h h
d];(x) =}1112(l) fGe+2) hf(x 2)‘

Isso mostra que a derivada, além da inclinacdo da reta tangente ao grafico de f, também pode ser vista
como o limite da variacdo média de f nas extremidades do intervalo [x —h / 2,x+ h ~ 2] C I quando
ele tende ao ponto x. Dessa forma, o Teorema Fundamental do Célculo ¢ o fato de que, se somamos
todas as variacoes médias pontuais da funcdo f no intervalo I, obtemos a variacdo de f em I, ou seja,

[ 4w
.0 - fG_1) = / s

Denotando a diferenca f(3.,.I) — f(3_I) como f, f (a integral de f sobre seu bordo dI) e o integrando
409 4y como d f(x) (que deve ser entendido como a derivada exterior da forma f, ou como a medida
diferencial de f), o Teorema Fundamental do Célculo se torna

[
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15.

Essa forma da igualdade sugere uma relacio entre o bordo do intervalo e a derivacdo exterior da
forma: eles sdo duais!> Ela se estende a mais dimensdes através do Teorema de Stokes para formas,
ou Teorema Fundamental do Célculo para integracio orientada de formas, que estabelece que

/ w:fdcu,
oM M

em que M é uma variedade d-dimensional, dM seu bordo (uma variedade (d — 1)-dimensional), w é
uma (d — 1)-forma diferencial, e dw sua derivada exterior (uma d-forma diferencial). Esse teorema
generaliza o Teorema Fundamental do Calculo, o Teorema de Green e o Teorema de Stokes em
dimensoes 1, 2 e 3 para qualquer dimensao.

3.5 Derivada geométrica

Vamos considerar nesta subsecdo campos multivetoriais: transformacoes que associam, a cada ponto
de um aberto de R% um multivetor.

Definicdo3.7. Sejamd € Ne U C R? um aberto. Um campo multivetorial em U é uma transformacio
a: U—- Add).

Com a identificacio da algebra geométrica A(d) com o espago vetorial de, cada transformacdo
a: UCR?Y > A(d) pode ser dita m-diferenciavel, fortemente diferenciavel, continuamente m-
diferenciavel, v-direcionalmente derivavel, k-parcialmente m-diferencidvel ou, no caso de trajetorias,
m-derivavel. Todas essas nog¢des sdo herdadas do calculo em espagos normados. Nesta subsecio,
vamos introduzir o conceito de derivada vetorial, um conceito relacionado com o produto geométrico
da algebra A(d), e relacionaremos esse conceito com os conceitos supracitados.

Vamos definir a derivada vetorial V através de suas propriedades algébricas elementares. Elas nos
indicam que V age como um vetor com respeito ao produto geométrico, e serdo suficientes no momento
para entendermos o significado desse conceito em casos simples e classicos, mas mais adiante também
mostraremos uma equivalente defini¢do da derivada vetorial que € em si mais intuitiva, porém exige a
definicdo de integracdo de campos multivetoriais.

Vamos denotar a derivada direcional de a na direcdo de v como

a(x + tv) — a(x)
t

Vya(x) = }ir% = Dal,(v).

Para os vetores da base canonica i = (i, ... ,ig—1), denotamos V := V;, .
Definicdo 3.8. Sejamd € N, U C R? um aberto, x € Uum vetor e a: U — A(d) um campo

multivetorial em U diferenciavel em x. A derivada geométrica de a em x é o inico multivetor Va(x) €
A(d) tal que, para todo vetor v € R4,

v- Va(x) = Vya(x).

Essa definicdo implica que, dada uma base ordenada b = (b, ..., bg_;) de RY, para todo vetor

v € R9 vale
d-1

Va(x) = + bpVy,a(x).

h=0

Ou, mais precisamente, adjuntos, se vemos a integral como pareando um conjunto orientado com uma forma para obter um

escalar: f(31, ) = S(I,df).
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Em particular, para a base canoénica i = (ig, ... ,ig_;) temos

d-1
Va(x) = + itha(x).

h=0

Podemos assim denotar, de modo simplificado,

d-1 d-1
V=4 bV, =4 inVs
h=0 h=0

Consideremos alguns exemplos de derivacdo vetorial para alguns casos especificos de campos
multivetoriais. Sejam U C RY um aberto e x € U um ponto.

1. (Gradiente de campo escalar) Para um campo escalar ¢: U — R, a derivada vetorial de c em x
é

d-1 d-1
Ve(x) = + ip Vi, e(x) = + Vc(x)ip,
h=0 h=0

que é o campo vetorial tradicionalmente chamado de gradiente de c.
2. (Divergente e rotacional de campo vetorial) Para um campo vetorial v: U — RY, a derivada
vetorial de vem x é

d-1

Vv(x) = -I— ipy Vi V(%)

h0=0
d—-1 d-1
- iV (+ <>)
ho:O hl =0
d—1 d—1
+ i, (+ vhovm(xnh])
0= hy=0

ho=0
d-1 d-1

=+ 4 Vi v, ®ingin,
ho=0 hy=0
d-1

= = Vior@in + = (VigVs, (0) = Vi, vy ()i
h=0 he()
Denotando o campo escalar tradicionalmente chamado de divergente de v por

d-1

Vu(x) = =+ Vipup(®iy

h=0

e o campo bivetorial cujos coeficientes sdo os mesmos do campo vetorial que é tradicionalmente
chamado de rotacional de v (quando d = 3) por

VVu(x) = =+ (Vi () = Vi, v ()i,
he(9)

concluimos que
Vv(x) =V -v(x)+ V Vv u(x).
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