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Categoria dos Conjuntos

A negagdo logica de uma proposicdo P serd denotada por “P” (1&-se “néo ¢é verdade que P”), a conjungdo
logica de proposicdes P e P’ por “PMP’” (1é-se “P e P'”), a disjuncdo logica de P e P’ por “P LI P"” (1é-se
“Pou P'”), a implicagdo logica por P = P’ (1é-se “P implica que P’”) e a equivaléncia légica por P < P’
(16-se “P é equivalente a P'” ou “P se, e somente se, P'”). O quantificador universal de um predicado P
sobre uma variavel x é denotado por “|_|x XP” (1&-se “para todo x, xP”), e o quantificador existencial
de P sobre x, por “|_|x xP” (1é-se “para algum x, xP” ou “existe x tal que xP”). Vamos usar também
as abreviagoes “[ ] , xP'” para “['] [xP = xP']” e “| | ,xP"” para “| | [xP N xP']”. Denotaremos a
igualdade por “=" e a desigualdade por “+”. De modo geral vamos evitar notacio légica, optando
pelas frases equivalente em lingua portuguesa.

Uma categoria € formalizada como uma teoria formal da logica de primeira ordem com igualdade
na qual as variaveis podem ser de dois tipos: objetos, ou morfismos (também chamados setas)! A cada
morfismo f estd associado um objeto C chamado dominio de f e um objeto C’ chamado contradominio
de f. Denota-se f: C — C' e diz-se que “f é um morfismo de C para C'”. Dados morfismos f :
C—oCef':C - C" existe um morfismo chamado composicdo de f com f’ cujo dominio é C e
cujo contradominio é C”, denotado f' o f: C — C”. A composi¢do é associativa: dados morfismos
fiCoC,f:C >C'ef’:C"—C", vale

fro(fref)=("ef)ef.

Dado um objeto C, existe um morfismo I-: C — C chamado identidade de C. A identidade satisfaz,
para todo morfismo f: C — C', folgc = felgiof = f.

Lista dos axiomas

A seguir, listamos brevemente os dez axiomas da Teoria Elementar da Categoria de Conjuntos,
inicialmente propostos por Lawvere (cf. [Law64; LRO3]).

A Categoria dos Conjuntos é uma categoria que satisfaz:

AXIOMA 0. Existe objeto inicial 0 (vazio).

AXIOMA 1. Existe objeto terminal 1 (ponto).

AXIOMA 1.0. 0 £ 1.

AXIOMA 1.1 O ponto 1 separa transformacdes.

AXIOMA +. Existe soma C — C + C' «— C'.

AXIOMA 2. Opar2:=1+1 <1— 1 € objeto indicador.

AXIOMA X. Existe produto C Zeoxe L

AXIOMA >. Existe exponencial B x E — B.

AXIOMA oco. Existe infinito contdvel 1 =2 N LN N.

AXIOMA 10. (Escolha) Todo epimorfismo tem inversa a direita.

A Categoria dos Conjuntos ¢ denotada &, seus objetos C sdo denominados conjuntos e seus

morfismos f: C — C', transformacdes (ou fungdes). A classe de transformacgoes de um conjunto C
para um conjunto C’ é denotada &(C, C’).

. Podemos mais simplesmente considerar as varidveis representando somente morfismos, assim como na teoria de conjuntos
tradicional de ZFC as variveis representam conjuntos. Para isso, em vez de falar de um objeto C falamos de seu morfismo
identidade I¢.



0 Vazio

Axioma 0 (Vazio). Existe objeto inicial 0, que satisfaz: para todo conjunto C, existe Unica transforma-
¢do 2.: 0 — C. Um objeto inicial é chamado um (conjunto) vazio.

Um objeto inicial ndo é unico por definicdo, mas todos eles sdo isomorfos entre si. Por isso,
trataremos 0 como tnico ao usar o artigo definido na expressdo “o vazio™.

Proposicdo 0.0. A transformagdo §: 0 — 0 ¢é a identidade I,

Demonstracdo. Segue da unicidade de . |

1 Ponto

Axioma 1 (Ponto). Existe objeto terminal 1, que satisfaz: para todo conjunto C, existe unica transfor-
macio ¢ : C — 1. Um objeto terminal é chamado um (conjunto) ponto.

Esse objeto terminal ndo € unico por definicao, mas todos eles sdo isomorfos entre si. Por isso,
trataremos ele como unico ao usar o artigo definido na expressdo “o ponto™.

Proposi¢io 1.1. A transformagdo 71 : 1 — 1 é a identidade I,.

1.0 Elementos

Definicdo 1. Seja C um conjunto. Um elemento de C é uma transformagdo x : 1 — C. Denota-se
x e€C.

Para garantir a ndo trivialidade da teoria, enunciamos o seguinte axioma.
Axioma 1.0 (Ndo-degeneracdo). O vazio nio é isomorfo ao ponto:
0%1
Sem esse axioma, o vazio poderia ter elementos, o que implicaria que todos conjuntos sao isomorfos.
Proposicao 1.2. O conjunto vazio 0 ndo tem elementos.

Demonstracdo. Por definicdo de 0, existe tnica transformacéo 2 : 0 — 1 e, por definicdo de 1, existe
unica transformacdo 79 : 0 — 1. Isso significa que (¢ = 7%. Chamemos essa transformacéo de f.
Suponha, por absurdo, que exista x: 1 — 0. Entfo a composicdo f o x: 1 — 1 seria igual a
identidade I; (pois existe Unica tal transformacao pela definicdo de 1) e a composicdo xo f: 0 —> 0
seria igual & identidade I, (pois existe unica tal transformacao pela definicdo de 0), o que mostra que
x seria um isomorfismo entre 0 e 1, contradizendo o AXIOMA 1.0. ||

1.1 Valores de transformacdes em elementos e funtorialidade

Definicdo 2. Sejam f: C — C’ uma transformacio e x € C um elemento. O valorde f em x é o
elemento
fx):i=fox:1-C".

Proposicao 1.3. Sejam C i» c’ L C" transformacoes. Para todo elemento x € C,

(f" o )x) = f'(f(x)).



Demonstracdo. Segue da associatividade da composicdo de transformacdes e da definigdo de valor da
transformagdo em um elemento. |

O préximo axioma estabelece a propriedade fundamental das transformacdes, que diz que trans-
formacoes sdo iguais quando ela sdo iguais em todos elementos.

Axioma 1.1 (Elementariedade). O objeto terminal 1 separa transformacdes C ﬁ> C'.

Isto é: se os valores das transformacoes f e f’ sdo iguais em todo elemento x € C (ou seja,
f(x) = f'(x)), entdo elas sdo iguais (ou seja, f = f').

1 — s Cc—=

fl

Essa ¢ a propriedade fundamental das transformacdes. Ela ndo é satisfeita por qualquer morfismo
em uma categoria. De fato, ela ndo pode nem mesmo ser enunciada em uma categoria qualquer pois
o conceito de elemento ndo necessariamente existe.

- . - f N .
Proposicdo 1.4. Um conjunto S separa transformagdes C — C’ se, e somente se, ndo é vazio.

Notacido 1. O AXIOMA 1.1 nos permite definir uma transformacio f : C — C’ somente definindo o
valor de f em cada elemento x € C. Denotamos isso por
f:Cc—CC
c— f(o),

em que f(c) representa a definicdo do valor de f num elemento qualquer ¢ € C. Nos referimos a essa
definicdo como a definicdo elementar de f e dizemos que a expressio acima define f elementarmente.

2 Soma

2.1 O axioma da soma e notacdes

O préximo axioma estabelece a primeira maneira que temos de criar um novo conjunto a partir de
conjuntos dados.

!’

Axioma + (Soma). Sejam C, C’ conjuntos. Existem a soma* C + C’ e as inclusdes candnicas LS c
C—->C+C'e tf’c : C - C+ (', que satisfazem: para todas transformacdes f : C -» Xe f': C' > X,
existe Unica transformacgéo {;, : C+C'" - Xtalque

{po=r
{;, o LIC’C, = f.

2. Também chamada unido disjunta.



Isso equivale ao seguinte diagrama ser comutativo:

[c,c’ [c,c’
0 1
C— C+C «—— (C
|

{f
f A 7
4
X
~ L. . ~ A - c,c’
Quando ndo houver ambiguidade, as inclusdes candnicas serdo denotadas (y = (¢ = (5" €

c,c’ . .
4 :==1lc =17’ easoma serd resumidamente denotada
4] , 5] ,
C—C+C «—C.

Notacio 2. Usando o AXIOMA 1.1, a transformacao {f/ pode ser definida elementarmente para cada
e € C + C'. Denotamos isso por

{ji S C+C — X

o fle) eecC
fle) eeC'.

L L
Proposicdo 2.1 (Unicidade da soma). A soma C — C + C' «— C’ é inica a menos de isomorfismo.

2.2 Propriedades algébricas da soma
A proposicdo a seguir estabelece propriedades basicas da soma em relagio a 0.
Proposicdo 2.2 (Propriedades algébricas da soma). A soma + satisfaz:

1. (Identidade) Para todo conjunto C,

0+C=C=C+0.
2. (Comutatividade) Para todos conjuntos C, C’,
c+C'=C'+C.
3. (Associatividade) Para todos conjuntos C,C’,C”",

c+cH+cCc"=c+ " +C".

2.3 Soma de transformacdes

Dadas transformacées f: D — Ce f': D' —» C’, podemos formar a soma de f e f' usando a
propriedade universal da soma para definir

fef={l



dada pelo diagrama
D+D <2 p

4

D 2,
|
f f+f! !
1
C—/ C+C «——— ('
el Ler

Definindo f + f’ elementarmente, temos
f+f :D+D —C+C(C

. {Lc(f(e)) eeD
(f(@©) eeD.

3 Par

Antes de falar sobre o par e o axioma da bivaléncia, vamos definir transformacdes injetivas e subcon-
juntos.

3.1 Monomorfismos, contencio e subconjuntos

Monomorfismos sdo morfismos que sdo cancelaveis a esquerda.

i
Definicdo 3. Um monomorfismo ¢ um morfismo C — C’ tal que, para todo objeto X e todos

x’x . . ~
morfismos X — C,seiox =iox’, entdo x = x'.

Definicdo 4. Uma transformacgdo injetiva é uma transformacio i: C — C’ tal que, para todos
x,x' € C,sei(x) =i(x"), entdo x = x’. Denota-sei: C » C'.

Proposicao 3.1. Valem as seguintes propriedades:

1. Os monomorfismos da categoria de conjuntos sdo as transformagoes injetivas.
2. Seja C um conjunto. Toda transformagdo t: 0 — C é um epimorfismo.

. lo 3! . ~ A ~
3. Seja C — C + C' «— C' uma soma. As inclusées canodnicas t, e t; sGo monomorfismos.
4. Seja C um conjunto. Todo elemento x : 1 — C é um monomorfismo.

Demonstracgdo. 1. Todo monomorfismo ¢ uma transformacao injetiva por defini¢do. Toda trans-
formagao injetiva ¢ um monomorfismo por causa do AXIOMA 1.1.
2. Exercicio.
3. Exercicio.
4. Exercicio. |

Para definirmos subconjuntos de um conjunto C, vamos nos basear na ideia intuitiva de suconjunto
e usar a inclusdo canonica associada a cada subconjunto. Diferentes transformacdes injetivas podem
representar o mesmo subconjunto, e por isso é necessario considerar uma relagio de equivaléncia
para definir mais precisamente um subconjunto.

Definicdo 5 (Inclusio de transformagdes injetivas). Seja C um conjunto. A relacédo de inclusdo entre
transformagdes injetivas € definida como: uma transformacao injetivai: D » C estd incluida em uma



transformacao injetiva i’ : D’ » C precisamente quando, para alguma transformacéo j: D — D’,
vale

ioj=1i.
Denota-se i C¢ i'.

Poderiamos de fato definir essa relacdo entre quaisquer transformacdes f: D - Ce f': D' —» C.
A relacdo de inclusdo f Cc f' significa que, para alguma transformacdo g: D — D’ vale

feg=f.

De certa forma, essa propriedade imita as relacdes aritméticas de ordem de divisdo da aritmética
dos numeros naturais. No caso geral, se f’ ndo for monomorfismo, a transformacéo g nio precisa
ser Unica. A relacdo dual (invertendo a orientacdo das setas) formaliza a nogdo de que f' = go f €
determinada por f.

Note que tal j da definicio é injetiva por causa da seguinte proposicao.

Proposicio 3.2. Sejami: D — Cum monomorfismoe f: D — Ce j: D' — D morfismos tais que
f o j=1i Entdo jé monomorfismo. (Em geral, f ndo precisa ser monomorfismo.)

A relacdo de inclusdo C € reflexiva e transitiva.
Proposicio 3.3 (C. é pré-ordem). Seja C um conjunto.

1. (Reflexividade) Para toda transformagdo injetivai: D » Cvale quei Cc i.
2. (Transitividade) Para todas transformacées injetivasi: D = C,i': D' » Cei" : D" » Cvale
que,sei Coi'ei' Coi”",entdoi Coi”.

Porém, ela nem sempre é antissimétrica. Por isso, definimos a relacio de equivaléncia associada a
inclusdo como segue. Com respeito as classes dessa equivaléncia, a inclusdo se torna antissimétrica,
portanto uma relacdo de ordem.

Definicédo 6. Seja C um conjunto. A relagio de equivaléncia entre transformacdes injetivas é definida
como: uma transformacao injetivai: D » C é equivalente a uma transformacao injetivai’ : D' » C
precisamente quando, i Cq i’ ei’ C¢ i. Denota-se i ~ i'.

Proposicio 3.4 (~ é equivaléncia). Seja C um conjunto.

1. (Reflexividade) Para toda transformagdo injetivai: D » C, i =¢ i.

2. (Simetria) Para todas transformacoes injetivasi: D » Cei': D' » Cvalequei ~c i’ se, e
somente se, i’ ~¢ i.

3. (Transitividade) Para todas transformagdes injetivasi: D » C,i': D' » Cei": D" » Cvale
que,sei~ci' el ~ci" entdoi ~ci".

Em geral, pode existir um isomorfismo entre D e D' sem que i e i’ sejam equivalentes. A proposicdo
caracteriza a equivaléncia em termos de um isomorfismo entre D e D’.

Proposicio 3.5 (Caracterizacdo da equivaléncia). Seja C um conjunto. Para todas transformacoes
injetivasi: D - Cei': D' —» C,vale quei ~c i’ se, e somente se, existem j: D - D' ej' : D' - D
taisqueio j=1i,i0j =i, j/oj=Ipejoj =1Ip.

Demonstracdo. Se existem tais j e j’, entdo por definicdo i ~, i’. Reciprocamente, suponhamos
quei ~ci'esejam j: D - D'ej : D' - Dtaisqueioj =i ei oj =i Nessecasovaleque
iojoj =i'oj =iei'oj oj=1ioj=1i. Comoieisio injetivas, segue entdo que j'o j =Ipe
JoJ =Ip. u



Dessa forma, usando a relagio de equivaléncia ~, pensamos em um subconjunto S de C, denotado
por S C C, como a classe de equivaléncia de transformagcées injetivas i : D — C. Denotamos um
elemento representante dessa equivaléncia com o abuso de notagdo tg: S — C (isso é um abuso de
notacdo pois S denota tanto a tanto a classe de equivaléncia como o dominio S).

3.2 Transformacao indicadora e objeto indicador

Definicdo 7. Um indicador (de subconjunto)? é um conjunto V e um elemento t € V que satisfazem:
para todo conjunto C e todo subconjunto S C C, existe Unica transformacdo yg: C — V'tal que

Xsols =tor.
Tal yg é denominada transformacdo indicadora* de S relativa a C.

Isso equivale ao seguinte diagrama ser comutativo:

S
RN
C 1
XS\\\ /

|4
Em particular, para qualquer elemento x € S, vale que

Xsots(x) =tomi(x) =t

ou seja, x € S se, e somente se, “yg(x) = t”.

3.3 O par e o axioma da bivaléncia

Usando a soma, podemos criar novos conjuntos a partir dos que ja temos. Em particular, 0 + 1 =1 =
1 + 0 (pois 0 é uma identidade para a soma de acorco com PROPOSICAO 2.2), portanto o novo conjunto
mais simples desses é a soma de 1 com 1, que definiremos depois da proposicao.

Definicdo 8. Um par é um conjunto 2 := 1 + 1. O zero de 2 é o elemento 0 := L]lo’]l :1—>2eoumde2

z 1,1 .,
éoelementol:=¢": 1 — 2.

Na notac¢do resumida da soma temos

0 1
1—1+1«——1.

Esse conjunto ndo é tnico por definicdo, mas todos eles sdo isomorfos entre si. Por isso, trataremos
ele como Unico ao usar o artigo definido na expressdo “o par”.

Proposicao 3.6. O par 2 cossepara transformacoes.

' —3C——— 2

I !

3. Usualmente chamado classificador de subobjeto.
4. Também chamada transformacdo caracteristica.



A proposicdo a seguir afirma que o par tem exatamente dois elementos. Note que essa defini¢do
ndo depende da definicdo do nimero dois (2) em si, ele pode ser feita puramente dentro da légicas.

Proposicio 3.7. O par 2 tem exatamente dois elementos, 0 e 1.

Axioma 2 (Bivaléncia). O par 2 com o elemento 1 € 2 é um indicador de subconjunto.

3.4 Imagem inversa e imagem direta
3.5 Unido e intersecio

3.6 Definicido de subconjunto a partir de proposicao logica?
4 Produto

4.1 O axioma do produto e notacdes

Axioma X (Produto). Sejam C, C’' conjuntos. Existem o produto C X C' e as projecdes canonicas

ng L oxC = Ce 7rlc CoxC > C’, que satisfazem: para todas transformacées f : X - Ce

f'+ X - (', existe Gnica transformagﬁo (f,f): X - CxC'talque
1< o (f.f) =]
7o (f.f) = .

Isso equivale ao seguinte diagrama ser comutativo:

/(ff\
C<— cxcC' —= c’

c,c c,c
Ty o

~ L I A ~ c.c’
Quando nio houver ambiguidade, as proje¢des canonicas serdo denotadas 7y := 77¢c == ;" €

!
T = o = n'lc eo prduto serd resumidamente denotado

Ty V5t
C—CxC —CC.

5. Da seguinte forma: dizemos que “um conjunto C tem exatamente 2 elementos” quando vale
L] [Jx+xn[]=xuy=x1.
xeCx'eC yecl

Note que a primeira sentenca da disjun¢ao dentro dos colchetes externos afirma que C tem no minimo 2 elementos, enquanto
que a segunda afirma que C tem no maximo 2 elementos.
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Em geral, dados elementos c € Ce ¢’ € C’ e transformacio f: C X C' — Y, omitiremos os
parénteses na notacdo do valor de f em (c, ¢'), denotando

fle,c) = f((e,c)).

Notacdo 3. Usando o AXIOMA 1.1, a transformagido (f, f') pode ser definida elementarmente em cada
elemento de X. Denotamos isso por

(foif): X—CxC
x > (f(), f'(x)).

4.2 Propriedades algébricas do produto

O produto satisfaz as seguintes propriedades com relacio a 0, 1 e +. As primeiras trés propriedades
sdo andlogas as propriedades algébricas da soma, e as outras duas relacionam o produto com a soma e
a identidade da soma.

Proposicio 4.1 (Propriedades algébricas do produto). O produto X satisfaz:

1. (Identidade) Para todo conjunto C,

IxC=C=Cx1.
2. (Comutatividade) Para todos conjuntos C, C’,

CxC =C"xC.
3. (Associatividade) Para todos conjuntos C,C’,C",
(CxCHYxC"=Ccx (' xC".

4. (Nulidade) Para todo conjunto C,

O0XC=0=CXxD0.
5. (Distributividade) Para todos conjuntos C,C’, D,

(C+C)xD=(CxD)+(C'xD).

Proposicio 4.2 (Unicidade do produto). O produto C 2 cxc % ¢ 6 unico a menos de
isomorfismo.

4.3 Produto de transformacdes e transposiciao de argumentos

Dadas transformagdes f: D — Ce f': D' — C’, podemos formar o produto delas usando a proprie-
dade universal do produto para definir

fX [ = (fonp, f'omp).

D <2 pxp 22, p

f Ixf! f!
I
¥

C? CXC,H_C/)C,

11



Definindo f X f’ elementarmente, temos
fXfli:DxD —CxC('
(d,d") — (f(d), f'(d")).
Podemos também definir a transposicdo de argumentos T ¢ : C X C' = C’ x C por

cc _c.c
Te,cr = (3 ,7r0 ),

definida elementarmente por

TC,C’: CxC —C(CxC

(c,c)—> (c,0).

CxC’

G’
TC c!

<-—C'><C' —>C'
”0 771’

/

O andlogo (ou dual) para a soma da transposicio de argumentos do produto nao é relevante, pois
se resume a transformacao identidade em C + C’.

4.4 Epimorfismos e transformacdes sobrejetivas
Epimorfismos sdo morfismos que sdo cancelaveis a direita.

Definicdo 9. Um epimorfismo ¢ um morfismo p: C — C’' tal que, para todo objeto X e todos
morfismos f, f': C - X,se fop= f'op,entdo f = f'.

Definicdo 10. Uma transformagdo sobrejetiva é uma transformacéo p: C — C' tal que, para todo
e’ € C, existe e € C satisfazendo p(e) = ¢'. Denota-se p: C » C'.

Proposicio 4.3. Valem as seguintes propriedades:

1. Os epimorfismos da categoria dos conjuntos sdo as transformacoes sobrejetivas.
2. Seja C um conjunto. Toda transformacdo 7 : C — 1 é um epimorfismo.

. o m Lo A ~ .
3. Seja C «— C x C' — C’ um produto. As projecdes candnicas 7, e 7, SG0 epimorfismos.

5 Exponencial

A exponencial de conjuntos é uma forma de representar a classe de transformacées €(E, B) de um
conjunto E para um conjunto B dentro da teoria de conjuntos, através de um conjunto denotado B, a
exponencial de E e B. Além do conjunto £B, também ¢ necesssaria uma transformacio de avaliagio,
que, para cada elemento g € B e elemento e € E, retorna um elemento g(e) € B. A transformacio
avaliagdo permite tratarmos o elemento g € ¥B como uma transformacéo de E para B, calculando seu
valor em cada elemento de E.

Por fim, esses objetos devem satisfazer uma propriedade universal muito comumente usada na
matematica: dada uma transformacgdo f: X X E — B, podemos definir, para cada x € X, uma
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transformacio f,: E — B por fi(e) == f(x,e). Pensamos em cada transformacdo f, como um
elemento de FB. Entdo, podemos definir uma familia de transformacées f, : X — EB tal que, para
cada x € X, f.(x) := f,. Essa familia ¢ uma indexacdo em X das transformacdes f, € FB.

A construcdo explicada acima é tdo comumente usada e intuitiva na matematica que é costume
usar o abuso de notacdo f = f. e, paracada (x,e) € X XE, f(x,e) = f,(e). Essa propriedade caracteriza
um objeto exponencial.

5.1 O axioma da exponencial e notacdes

Axioma > (Exponencial). Sejam E, B conjuntos. Existem a exponencial B e a avaliacdo canénica
¢: PBx E — B, que satisfazem: para toda transformacéo f : X X E — B, existe tinica transformacio
f.: X — EBtal que

(€] f=eo(f xI).

Isso equivale ao seguinte diagrama ser comutativo:

XXE X

fxIg .~ !

R
EBXE —— B Ep

A exponencial serd resumidamente denotada
BB x E — B.
O valor da avaliagio ¢ em um elemeto (g, e) € ¥B x E serd denotado
g(e):=¢e(g.e) € B
e o valor da transformacio f, em um elemento x € X serd denotado
fe=f.(x) € "B,
de modo que a FORMULA (1) se torna, para cada (x,e) € X X E,
flx.e) =eo (f. xIp)(x,e)
= e(f.(x),1(e))

=e(fx,€)
= fx(e).

Notacio 4. Usando o axioma AXIOMA 1.1, dada uma transformacdo f : X X E — B, a transformacdo
f. pode ser definida elementarmente para cada x € X. Denotamos isso por

fi:x—EB
x+— fy=f(x): E—B
er— file) = e(fx.e) = f(x,e)
ou, de modo mais simples, omitindo as defini¢des de notacao,
fiX—EB
x+— f,: E—B

e — f(x,e).

13



€
Proposicio 5.1 (Unicidade da exponencial). A exponencial FB x E — B é tinica a menos de isomor-
fismo.

A “reciproca” do AXIOMA > também estd bem definida na teoria apenas pela existéncia do produto:
dada qualquer transformacdo F: X — FB, podemos definir a transformacio f := € o (F X 1),
elementarmente dada por

f:XxE—B
(x,e) — F(x)(e),

que satisfaz automaticamente o diagrama

X XE X
E
i
EFBXE —— B Ep

A unicidade de f segue do AXIOMA 1.1, pois o diagrama acima define ela nos elementos (x, e) €
X X E.
5.2 Propriedades algébricas da exponencial
A exponencial satisfaz as seguintes propriedades com relacdo a0, 1, + e X.
Proposicio 5.2 (Propriedades algébricas da exponencial). A exponencial satisfaz:

1. Para todo conjunto B,
B =1.

N

. (Absor¢do a direita para 1) Para todo conjunto E,

B =1,

W

. (Identidade a esquerda para 1) Para todo conjunto B

1B = B.

BN

. (Absor¢do a direita para 0) Para todo conjunto E £ 0,
Ep = 0.
5. (Exponenciagdo a esquerda) Para todos conjuntos B, E, E’,

E+E’B = EB X E’B

o))

. (Distributividade exponencial) Para todos conjuntos B, E, E’,

EXE/B = E,(EB)

14



5.3 Representacio de transformacgédes em “B

Seja E um conjunto, e denotemos o tnico elemento de 1 por 0 € 1 (esse elemento coincide com a
identidade I;). Existe um isomorfismo entre E e 1 X E. Isso ocorre pelo seguinte.
Pela propriedade universal do produto de conjuntos, o seguinte diagrama comuta:

]l<—]l><E—>E
”o 771

A transformacio (7¥, 1) ¢ definida elementarmente por

(7F,1g): E— 1XE
e — (0,e).

Essa transformacdo ¢ um isomorfismo, pois tem inversa
E.
1XE—E
(0,e) — e = ﬂil’E(O, e).

De fato, a relagio 7T]11’E o(7E, 1) = I vale pela definicio de (7, 15); por outro lado, para todo (0, e) € E
vale que

(7, 1) o mP(0,0) = (7, Ip)(e) = (0,€) = I;£(0, ),

portanto (7E, 1) o 711'F = I,
O isomorfismo E = 1 X E faz com que cada transformacdo f: E — B possa ser associada a
transformagdo f := f o 77.']11’E : 1 X E — B, definida elementarmente por

f:1xE—B
(0,e) — f(e).

A associacdo contraria é dada paracadah: 1 X E — Bporh:=ho 77.']11’E : E — B, definida elementar-
mente por

h: E—B
e — h(0,e).

Consideremos agora o diagrama da exponencial “B x E L BcomX=1eh: 1xE — B:

1xE 1
h.XI/E//// th h.i

k
EBXE —— B EB

Seja f : E — B. Note que vale (f, x Ig)e (7E,15) = (f o ¥, 1). Podemos entio substituir no lugar
de h nesse diagrama a transformacio f : 1 x E — Be, usando o isomorfismo (7¥,15) : E —» 1 X E,
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obtemos o diagrama

4 E 1
(f-°7TJLE’IE) /// . :
i

EBXE —— B Ep

Para cada elemento e € E, o diagrama determina que
fle)=co(fnf,1p)(e) = e(f..€) = f(e),
ou seja, f ¢ uma representacio de f em FB. Esse comentdrios provam a seguinte proposigao.

Proposicdo 5.3. Sejam E, B conjuntos e f : E — B. Existe tinico elemento f' € FB tal que, para todo
eEEL,
fe) = f'(e).
Nesse caso f' = f..
Demonstragdo. Como demonstrado acima, basta tomar f’ := f. [ |

Analogamente, também ¢ valida a representacdo contraria.

Proposicio 5.4. Sejam E, B conjuntos e h € EB. Existe tinica transformagdo h' : E — B tal que, para
todoe € E,
h(e) = e(h,e) = h'(e).

5.4 Representacio de subconjuntos em 2

€
Consideremos o caso da exponencial 2 x C — 2. Nesse caso especifico, temos o seguinte diagrama:

1xC 1

f-XIC' /// !

// lf f.l

9 xC — 2 )

Usando a identificacdo 1 x C = C, isso significa que, dada f : C — 2, existe unica f, : 1 — 2 tal
queeo (f. X Ic) = f, ou seja, tal que para todo ¢ € Cvale

f(©) “=" £(0,¢) = folo).

Isso mostra que as transformacdes f : C — 2 podem ser unicamente representadas por elementos
fo € <.
Lembremos agora do diagrama de classificador de subobjeto:

S
N
C 1
XS\\\ /

2

Se tomarmos f = yg, obtemos que, para cada subconjunto tg : S — C, existe unica yg_: 1 — 2
tal que, € o (x5, X I¢) = xs; ou seja, para todo ¢ € C,

)(s.(C) = xs(0).
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6 Infinito

O axioma do infinito € o modo de formalizar o conjunto dos nimeros naturais e o processo de defini¢ao
recursiva, que tem como uma de suas consequéncias a inducdo matematica. Além da existéncia
de um conjunto N que representa os nameros naturais, hd também uma transformacio sucessor
em N e o elemento inicial 0 € N. A propriedade universal que caracteriza esses objetos tem um
carater intrinsecamente dindmico: a transformacao sucessor nos permite determinar, para qualquer
transformacdo f : C — C(dinamica) e qualquer ponto x, € C (condicao inicial), uma sequéncia em
C que representa a orbita de x, sob a acdo de f, a qual entendemos que € definida recursivamente
pela regra

Xnt1 = f(xn)-
6.1 Axioma do infinito e construcdes basicas

Axioma oo (Infinito). Existem o infinito contdvel N (ou conjunto dos niimeros naturais), o zero 0 € N
e a transformacdo sucessor  : N — N, que satisfazem: para todo conjunto C, toda transformacio
f: C — Cetodoelemento x, € C, existe tinica transformacdo x : N — C tal que

x(0) = xq
Xol = fox.

Isso € equivalente a dizer que o seguinte diagrama comuta:
H_

N—" LN
I i
I I
| |
I 1 X
| |
| |
I I
v v

C — c

Notacdo 5. Em geral omitiremos os parénteses no aplicagdo de k- a um ntmero natural n € N,
denotando tn = t(n).

Definicdo 11. Um nitimero natural é um elemento n € N. O um é o namero 1 := K0, o sucessor do
zero, e o dois € o numero 2 := K1, o sucessor do um.

A notacio t tem um proposito duplo: de certa forma representa uma seta (sem ponta) orientada
para a direita, indicando que o sucessor de um numero » é o préximo numero a direita de »n na usual
representacgdo linear horizontal de N orientada para a direita; e também relembra (grosseiramente) os
simbolos “1+” na representacdo do sucessor de n usando a adi¢do + e o nimero 1, isto &,

Fn=1+n.

A transformacdo x : N — C que aparece no AXIOMA oo € 0 que se denomina uma sequéncia em
C.

Definicdo 12. Seja C um conjunto. Uma sequéncia em C é uma transformacdo x : N — C. Para cada
n € N, denota-se x,, := x o n e (X,)pen = X.



Considerando cada n € N, a condi¢do do AXIOMA oo se torna
x(o) = an
Xypn = f(xn)’

o que deixa claro que x é a drbita de x;, sob a acdo da dindmica f.

O seguinte lema é uma versdo “mais geral” do AXIOMA co. A intuicdo dindmica por tras € imaginar
que agora a dindmica f depende ndo somente do ponto em C, mas também do tempo em N. Isso é
uma versdo discreta de um sistema nio-auténomo de equagdes diferenciais, e a demonstragdo envolve
o mesmo tipo de argumento para reduzir um sistema ndo autdbnomo a um sistema auténomo.

Proposicao 6.1 (Recursido ndo-autébnoma). Para toda transformacdo f : N X C — C e todo elemento
Xo € C, existe tinica sequéncia x : N — C tal que

x(0) = xq,
xol = fo(Iy, X);

ou seja, para cada n € N,

x(0) = xo,

Xy = f(n,x,).
Demonstracdo. Defina D := N X C, y, = (0,xp) e

g: NXC—NXxC
(n,c) —> (Hn, f(n,c)).
Pelo AXIOMA oo para D, g e y,, existe Unica sequéncia y : N — D tal que
¥(0) = yo,
yol=goy;

ou seja, paracadan € N,

y(O) = yO’
Yin = g(Wn)-

Tomando as projegdes 7T(I)\I’C :NXC—->Ne ni\l’c : N x C — Cdasequéncia y, obtemos sequéncias
i: N- Nex: N — (Ctais que, paratodon € N,

Y = (15 SO 71" n)) = (ins Xn),
e que satisfazem
(i(0), x(0)) = y(0) = yo = (0, xo),
(iH-n’xH-n) =Wn = g(yn) = g<in’xn) = (H_in’f(in’xn))

Pela unicidade do AXIOMA oo, deve valer i = Iy. Portanto a sequéncia x é tinica e satisfaz, para cada
n €N,

x(0) = xp,

Xy = f(n’ xn)-
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Proposicio 6.2. Existe uma unica transformacgdo - : N — N (denominada transformacdo predeces-
sor) tal que

—H0) =0
_| (o} H_ = IN;
ou seja, para cada n € N,
—H0)=0
—obn=n.

A definicdo de conjunto infinito de Dedekind-Peano vale para N. Essa definicdo diz que um
conjunto ser infinito significa que existe um bijecdo entre ele e um subconjunto préprio dele.

Proposicdo 6.3 (N é infinito). Vale1+N = N e a transformacdo sucessor t- é injetiva e ndo é sobrejetiva.
Podemos também provar o postulado do Peano para inducdo (matematica).
Proposicio 6.4 (Inducio matematica). Seja C C N um subconjunto tal que

» (Caso zero)0 € C;
« (Caso sucessor) Para todon € N, se n € C entdo tn € C.

Entdo C = N.

Demonstracdo. Note que temos a inclusio candnica (: C — N e que C = N quer dizer que (¢
¢é isomorfismo. Devemos portanto achar uma inversa x : N — C para (. A inversa serd definida
recursivamente usando o AXIOMA oo. Pelo CASO SUCESSOR, podemos definir uma transformacio s :
C — Ctal que

tyos="Hoic.

Pelo CASO ZERO, temos 0 € C. Portanto segue do AXIOMA oo para C, s e 0 que existe Unica
sequéncia x : N — C tal que

x(0)=0
Xol=50x

Entéo segue que (c o x(0) = 1c(0) =0e
(tcox)oh =t1cosox=Hoicox=Ho(0ox),
logo segue por unicidade (do AXIOMA o) que (¢ o x = Iy. Por outro lado, vale
tco(xotc)=(cox)otc=Iyotc=1tcolc.
Como (- ¢ injetiva (monomorfismo), segue que x o (o = I. Concluimos entdo que x é inversa de (- e
portanto que C = N. |
6.1.1 Composicio iterada de dindmica

Consideremos um conjunto C e uma transformacio f : C — C. O diagrama da exponencial nesse
caso fica

1xC 1

f.xIc g |

z’/ lf f.l
‘Cxc——cC cc
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XxcC X

f.XIe e |

e lf f'i
‘cxc——cC cc

O seguinte resultado permite representar a composicdo iterada de uma dinamica f : C — Cno
conjunto de transformagoes C.

Proposicio 6.5 (Composigoes iteradas de transformacéo). Sejam C um conjuntoe f: C — Cuma
transformacdo. Existe tinica sequéncia f©) : N — ©C tal que

fO0) =1,
fO ok = e(fi fO o
ou seja, para cada n € N, e denotando f" := f()(n),

fo=1¢
fH—n=f°fn.

6.2 Aritmética

Para definir as operacoes aritméticas usuais em N, vamos usar a composicio iterada de transformacoes
(PROPOSICAO 6.5).

6.2.1 Adicao

Definicao 13 (Adicdo). Definimos a adicdo + : N X N — N (denotada n + n’) indutivamente a partir
da sucessdo t: N — N: paracadan’ € N,

1. sen =0, define-se 0 + n’ := n’;
2. se ltn, define-se (tn) + n' == k(n' + n).

Proposicio 6.6 (Propriedades algébricas da adicio).

6.2.2 Multiplicacio

Definicio 14 (Multiplicacdo). Definimos a multiplicacdo X : N X N — N (denotada n X n') induti-
vamente a partir da adi¢io + : NX N — N: paracadan’ € N,

1. sen =0, define-se 0 X n’ := 0;
2. se b-n, define-se (Fn) x n' :=n' + (n’ x n).

Proposicio 6.7 (Propriedades algébricas da multiplicacio).

6.2.3 Potenciacio

Definicdo 15 (Potenciagio). Definimos a potenciacdo ” : N X N — N (denotada n"") indutivamente
a partir da multiplicacdo X : N X N — N: paracadan € N,

1. se n’ = 0, define-se n® := 1;
!
2. se kn’, define-se n'” := n x n™ .

Proposicio 6.8 (Propriedades algébricas da potenciagio).
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7 Escolha

Axioma 10 (Escolha). Todo epimorfismo tem inversa a direita.
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