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Sejam A C R? um aberto, x € A um pontoe V: A — R um campo vetorial (€%, completo?).
Denotamos o fluxo de V iniciado em x no tempo ¢t € I, C R por ®¥(x). O fluxo é a fungﬁ

PV: RXA—A
(t, x) — O (x).
com a notagdo escolhida para enfatizar, para cada ¢t € R, a funcdo
oV A— A
x — @ (x),
Se queremos fixar x e considerar somente a drbita de x pelo fluxo de V, escrevemos

¢y () 1= 2" (x)

e denotamos essa trajetdria por
¢y L — A
t—s ¢X(t) 1= &Y (x).

A intuicdo por tras dessa notacdo se deve ao fato de que o fluxo do campo V satisfaz, para todo
xXe€EAetel,
P (x) = x =1(x)

W () = V(@Y (x)) = V 0 0V (),

em que o ponto sobre ® denotada a derivada temporal (derivada parcial em relagdo ao tempo t)el:
A — A é afuncio identidade.
Para as orbitas de x pelo fluxo de V, as relagdes|[I|se tornam

¢y =x
PY (1) = V($Y (1) = V o dX (D).

Omitindo x, as relacées|l|se tornam

()

P =1

(3) Ci)tV: VO(I)tV

1Essa fungido nem sempre est definida em todo R X A, pois para cada x € A o tem,po est4 definido em um intervalo
I,.. Em geral, ele esta definido no conjunto Dy, := I, X {x}, que ¢é subconjunto de R X A. Para simplificar a notacio,
optamos aqui por escrever R X A no lugar de Dy,.

XEA



o que é compativel com o comportamento da funcio exponencial.
Além disso, vale também que, para ¢ fixo, os campos V e tV estio relacionados por

(I)tV(x) — q)l(tV)(x)'
Também vale que
q)(t+t/)V(x) —otVo (I)t,V(x)

No entanto, a relacio ®'V+V")(x) = @ o ' (x) nem sempre vale. No caso de grupos de Lie e
4
4lgebras de Lie, ®'" o V" (x) é igual ao fluxo de um outro campo vetorial W (ou melhor, outro vetor
da algebra que gera o campo), dado pela formula de Baker-Campbell-Hausdorff:

WV V)=V +V + %[V, v+ %([X, (X, Y]] = [¥. [X. Y]]) + -

No entanto, para campos vetoriais quaisquer, nem sempr existe outro campo W que satisfaca
q)tV ° q)tV’(x) — thW

Mas existe um caso importante em que ela é valida: quando os campos vetoriais Ve V' comutam, isto
é,[V, V'] = 0, entdo os fluxos também comutam e a equacdo acima vale para W =V + V',

Proposicio 1. Sejam Ve V' campos vetoriais (completos?). Entdo [V, V'] = 0 se, e somente se, para
todost,t' € R,
(I)tVo (I)t’V/ - (Dt/V/ ° (DtV.

Demonstracdo. Spivak, Differential Geometry vol.1, p. 157. O

Perguntal. Quando Véum campo vetorial 1-dimensional em R, os argumentos ¢ do tempo e V(x) do
campo s3o nimeros reais. A notagdo poderia gerar ambiguidade. Nesse caso, sempre vale [V, V'] = 0?
Existe alguma ambiguidade?

Consideremos agora uma fungdo estritamente positiva f: A - R,,. Os fluxos de Ve fVse
relacionam da seguinte maneira.

Proposicdo 2. Sejam A C R? um aberto, x € A um ponto, V: A — R% um campo vetorial (€%,
completo?) e f : A — R, uma funcdo estritamente positiva. Entdo os campos V e fV sdo orbitalmente
equivalentesff] e o fluxo do campo fV no tempo t e ponto x é dado por

‘ fos¥
@ (fV)(x) = @(d’o (t))V(x)_
|4
Explicitamente, T(t) := q;{; (1) éa reparametrizacdo da Orbita no ponto x e vale
v ogl
ot =gk odd ™ = ¢LoT.

Demonstragdo. A trajetoria ¢¥ é a 6rbita de um ponto x € M pelo campo V. Podemos portanto
considerar o valor de f ao longo da trajetoéria de x pelo fluxo de V, que define um campo unidimensional

V.
fodx: Ixo — Ry
t— f(@X(1) = f(@" (X)),
“https://mathoverflow.net/questions/18753/does-the-baker-campbell-hausdorff-formula-hold-for-v

ector-fields-on-a-compact
A obita de um ponto em um campo é a mesma que no outro campo a menos de uma reparametrizagio do tempo.



https://mathoverflow.net/questions/18753/does-the-baker-campbell-hausdorff-formula-hold-for-vector-fields-on-a-compact
https://mathoverflow.net/questions/18753/does-the-baker-campbell-hausdorff-formula-hold-for-vector-fields-on-a-compact

A trajetoria de um ¢ € R por esse campo é
T(0) = ¢ (1) = 91U (o)
e satisfaz
“4) (1) = $U(c) = (f 0 ¢¥) 0 DIUH(c) = f 0 $¥ o T(1).

Note que T depende do ponto x e também de c. No entanto, queremos uma reparametrizacdo T
satisfazendo T(0) = 0, portanto tomamos ¢ = 0, j& que

T(0) = U (c) = c.
Pela regra da cadeia, segue de[d|e[2 que
S@L e T = T() - LT
= (fod¥ o T(£)) - (V o px(T(1)))

= f(@Y o T(1)) - V($Y o T(1))
= (fV)@Y o T(1)).

Como (por tomarmos ¢ = 0) vale que
1%
$17(0) = 0 = ¢¥(0) = $¥ 0 T(0),
segue da unicidade de solucdo para o campo fV que a trajetdria de x pelo fluxo de fV é
oy
5) ot = Lo T = ¢¥ o 40",

e portanto os campos V e fV sdo orbitalmente equivalentes. Por fim, reescrevendo[5|em termos do
fluxo, concluimos que o fluxo de fV no ponto x e tempo ¢ é dado por

OV (x) = OTOV () = S OV (),



