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Seção 1

Entropia métrica
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Contexto

Nesta seção, consideramos um sistema dinâmico composto por

• um espaço de probabilidade (X ,M,m)
• uma função f : X −→ X que preserva medida:

• f −1(M) ∈M para todo mensurável M ∈M
• m(f −1(M)) = m(M) para todo mensurável M ∈M
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Subseção 1

Partições mensuráveis
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Partições mensuráveis
Definição
Uma partição mensurável de X

é P ⊆M tal que
1. X = ⋃

P;
2. ∅ |∈ P;
3. Para todos P,P ′ ∈ P, se P |= P ′ então P ∩ P ′ = ∅.

Consideraremos somente partições finitas.

(a) Uma partição (b) Outra partição
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Refinamento de partição

Definição
Um refinamento de P

é uma partição P′ tal que
• para todo P ′ ∈ P′, algum P ∈ P satisfaz P ′ ⊂ P.
Denota-se P � P′.

(a) Partição P (b) Refinamento P′
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Correfinamento de partição

Definição
O correfinamento de P e P′

é

Pg P′ := {P ∩ P ′ | P ∈ P,P ′ ∈ P′}r {∅}.

O correfinamento pode ser calculado repetidas vezes
(associatividade). Denota-se

n−1j

i=0
Pi = P0 g · · ·g Pn−1.
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Correfinamento de partição

(a) Partição P (b) Partição P′

(c) Partição Pg P′
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Subseção 2

Entropia de uma partição
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Entropia de partição

Definição
A entropia da partição P

é

Hm(P) := −
∑
P∈P

m(P) log(m(P)).

Proposição
1. Se P � P′, então Hm(P) ≤ Hm(P′);
2. Hm(Pg P′) ≤ Hm(P) + Hm(P′).
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Subseção 3

Entropia de um sistema
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Partição puxada

Definição
A partição puxada de P por f

é

f −1(P) :=
{
f −1(P)

∣∣∣ P ∈ P
}
.

Note que x ∈ f −1(P) significa que f (x) ∈ P.
Proposição
1. Se P � P′, então f −1(P) � f −1(P′);
2. f −1(Pg P′) = f −1(P) g f −1(P′);
3. Hm(f −1(P)) = Hm(P).
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Correfinamento dinâmico

Definição
O n-ésimo correfinamento dinâmico de P (para n ∈ Nr {0})

é

P
[n]
f :=

n−1j

i=0
f −i(P).

Note que

x ∈ Pi0 ∩ f −1(Pi1) ∩ · · · ∩ f −(n−1)(Pin−1)

significa que

x ∈ Pi0 , f (x) ∈ Pi1 , . . . , f n−1(x) ∈ Pin−1 .
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Entropia do sistema relativa a partição

Definição
A entropia métrica de f com respeito a P

é

hm(f ,P) := lim
n→∞

1
nHm(P[n]

f ).

Proposição
1. Se P � P′, então hm(f ,P) ≤ hm(f ,P′);
2. hm(f ,Pg P′) ≤ hm(f ,P) + hm(f ,P′).
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Entropia do sistema

Definição
A entropia métrica de f

é

hm(f ) := sup
P

hm(f ,P).

Isso significa que

hm(f ) := sup
P

lim
n→∞
−1
n
∑

P∈P[n]
f

m(P) log(m(P)).
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Lei de expoentes da entropia

Proposição
1. Para todo k ∈ N, hm(f k) = khm(f );

2. Se f é invertível, hm(f −1) = hm(f ).



17/49

Entropia métrica Entropia topológica Entropia uniforme Artigo de Y. Zang Referências

Lei de expoentes da entropia

Proposição
1. Para todo k ∈ N, hm(f k) = khm(f );
2. Se f é invertível, hm(f −1) = hm(f ).



18/49

Entropia métrica Entropia topológica Entropia uniforme Artigo de Y. Zang Referências

Seção 2

Entropia topológica
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Contexto

Nesta seção, consideramos um sistema dinâmico composto por

• um espaço topológico (X ,T) compacto
• uma função f : X −→ X contínua
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Subseção 1

Coberturas abertas
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Coberturas abertas

Definição
Uma cobertura aberta de X

é C ⊆ T tal que X = ⋃
C.

Uma subcobertura de C é uma cobertura S tal que S ⊆ C.
Consideraremos somente coberturas finitas.
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Consideraremos somente coberturas finitas.
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Coberturas abertas

(a) Uma cobertura (b) Outra cobertura

(c) Uma subcobertura
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Refinamento de cobertura

Definição
Um refinamento de C

é uma cobertura C′ tal que
• para todo C ′ ∈ C′, algum C ∈ C satisfaz C ′ ⊆ C .
Denota-se C � C′.

(a) Cobertura C (b) Refinamento C′
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Corefinamento de cobertura

Definição
O correfinamento de C e C′

é

Cg C′ := {C ∩ C ′ | C ∈ C,C ′ ∈ C′} .

O correfinamento pode ser calculado repetidas vezes
(associatividade). Denota-se

n−1j

i=0
Ci = C0 g · · ·g Cn−1.
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Corefinamento de cobertura

(a) Cobertura C (b) Cobertura C′

(c) Correfinamento Cg C′
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Subseção 2

Entropia de uma cobertura
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Número mínimo de subcobertura

Definição
O número mínimo de subcobertura de C

é

N(C) := min {# (S) | S ⊆ C} .

Proposição
1. Se C � C′, então N(C) ≤ N(C′);
2. N(Cg C′) ≤ N(C)N(C′).
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Entropia de cobertura

Definição
A entropia de C

é

HT(C) := log(N(C)).

Proposição
1. Se C � C′, então HT(C) ≤ HT(C′);
2. HT(Cg C′) ≤ HT(C) + HT(C′).
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Subseção 3

Entropia de um sistema
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Cobertura puxada

Definição
A cobertura puxada de C por f

é

f −1(C) :=
{
f −1(C)

∣∣∣ C ∈ C
}
.

Proposição
1. Se C � C′, então f −1(C) � f −1(C′);
2. f −1(Cg C′) = f −1(C) g f −1(C′);
3. HT(f −1(C)) ≤ HT(C);
4. HT(f −1(C)) = HT(C) se f é sobrejetiva.
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Correfinamento dinâmico

Definição
O n-ésimo correfinamento dinâmico de C (para n ∈ Nr {0})

é

C
[n]
f :=

n−1j

i=0
f −i(C).
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Entropia do sistema relativa a cobertura

Definição
A entropia topológica de f com respeito a C

é

hT(f ,C) := lim
n→∞

1
nHT(C[n]

f ).
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Entropia do sistema

Definição
A entropia topológica de f

é

hT(f ) := sup
C

hT(f ,C).

Isso significa que

hT(f ) = sup
C

lim
n→∞

1
n log(N(C[n]

f ))).
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Lei de expoentes da entropia

Proposição
1. Para todo k ∈ N, hT(f k) = khT(f );

2. Se f for homeomorfismo, hT(f −1) = hT(f ).
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Invariância topológica da entropia

Proposição
Sejam f : X −→ X e f ′ : X ′ −→ X ′ sistemas dinâmicos
topológicos compactos

e φ : X ′ −→ X uma semiconjugação
topológica.

hT′(f ′) ≥ hT(f ).

Se φ é homeomorfismo,

hT′(f ′) = hT(f ).
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Seção 3

Entropia uniforme
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Contexto

Nesta seção, consideramos um sistema dinâmico composto por

• um espaço métrico (M, d) (compacto)
• uma função f : M −→ M (uniformemente) contínua
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Subseção 1

Bolas dinâmicas
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Bolas dinâmicas

Definição
A bola dinâmica de centro p ∈ M, raio ε ∈ R>0 e ordem
n ∈ Nr {0}

é

Bn
f (p; ε) :=

{
p′ ∈ M

∣∣∣ ∀i∈{0,...,n−1}d
(
f i(p), f i(p′)

)
< ε

}
.

Vale
Bn

f (p; ε) =
⋂

i∈[n]
f −i

(
B
(
f i(p); ε

))
.
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Conjuntos geradores

Definição
Sejam K ⊆ M compacto, n ∈ Nr {0} e ε ∈ R>0.

Um (n, ε)-gerador de K é G ⊆ M tal que

K ⊆
⋃

p∈G
Bn

f (p; ε) .

Diz-se que G (n, ε)-gera K .
Definimos

gn(f ,K , ε) := min {# (G) | G (n, ε)-gera K} .
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Entropia uniforme
Definição
A entropia uniforme ε-imprecisa de f com respeito a K

é

hU(f ,K , ε) := lim
n→∞

1
n log gn(f ,K , ε).

A entropia uniforme de f com respeito a K é

hU(f ,K ) := lim
ε→0

hU(f ,K , ε).

A entropia uniforme de f é

hU(f ) := sup
K⊆M compacto

hU(f ,K ).
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Subseção 2

Relações entre entropias
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Igualdade de entropias topológica e uniforme

No contexto de um espaço métrico compacto e uma função
uniformemente contínua

, vale

hT(f ) = hU(f ).
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Princípio variacional

Teorema
Sejam (M, d) espaço métrico compacto.

hT(f ) = sup
m

hm(f ),

em que as medidas m variam entre as medidas borelianas
preservadas por f .
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Seção 4

Artigo de Y. Zang



46/49

Entropia métrica Entropia topológica Entropia uniforme Artigo de Y. Zang Referências

Contexto

Nesta seção, consideramos um sistema dinâmico composto por
• uma variedade compacta M

• um C 2-difeomorfismo f : M −→ M
• uma medida de probabilidade ergódica m
Denotamos os expoentes de Liapunov positivos por

λ1 > · · · > λu

e cada subvariedade instável local W i
ρ(x).
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Teorema principal

O crescimento volumétrico inferior de uma subvariedade S ⊆ M

é
v(f , S) := lim

n→∞

1
n log+(vol(f n(S))).

O crescimento volumétrico inferior de W i (em m-quase toda
parte) é

vi(f ,m) := inf
ρ
v(f ,W i

ρ(x)).

Teorema

hm(f ) ≤ vi(f ,m) +
u∑

j=i+1
λjγj .
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