Entropia em Sistemas Dinamicos

Pedro G. Mattos

pedrogmattos@ime.unicamp.br

Instituto de Matematica, Estatistica e Computacdo Cientifica
Universidade Estadual de Campinas

| Encontro Paulista da Pés-Graduacdo em Matematicas
10 de fevereiro de 2022


mailto:pedrogmattos@ime.unicamp.br
https://www.ime.unicamp.br
https://www.unicamp.br

Sumaério

1. Entropia métrica
2. Entropia topolégica
3. Entropia uniforme

4. Artigo de Y. Zang



Entropia métrica
®0

Secao 1

Entropia métrica

3/49



Entropia métrica
oe

Contexto

Nesta secdo, consideramos um sistema dindmico composto por

4/49



Entropia métrica
oe

Contexto

Nesta secdo, consideramos um sistema dindmico composto por

- um espaco de probabilidade (X, M, m)

4/49



Entropia métrica
oe

Contexto

Nesta secdo, consideramos um sistema dindmico composto por
- um espaco de probabilidade (X, M, m)
- uma funcdo f: X — X que preserva medida:

4/49



Entropia métrica
oe

Contexto

Nesta secdo, consideramos um sistema dindmico composto por
- um espaco de probabilidade (X, M, m)
- uma funcdo f: X — X que preserva medida:

- f~1(M) € M para todo mensuravel M € M

4/49



Entropia métrica
oe

Contexto

Nesta secdo, consideramos um sistema dindmico composto por
- um espaco de probabilidade (X, M, m)
- uma funcdo f: X — X que preserva medida:

- f~1(M) € M para todo mensuravel M € M
- m(f~*(M)) = m(M) para todo mensurdvel M € M

4/49



Entropia métrica
©0000

Subsecdo 1

Particbes mensuraveis

5/49



Entropia métrica
0®000

Particoes mensuraveis

Definicao
Uma particdo mensuravel de X

6/49



Entropia métrica
0®000

Particoes mensuraveis

Definicao
Uma particdo mensuravel de X é P C M

6/49



Entropia métrica
0®000

Particoes mensuraveis

Definicao
Uma particdo mensuravel de X é P C M tal que
1. X=UP;

6/49



Entropia métrica
0®000

Particoes mensuraveis

Definicao

Uma particdo mensuravel de X é P C M tal que
1. X=UP;

2. 0 &P

6/49



Entropia métrica
0®000

Particoes mensuraveis

Definicao
Uma particdo mensuravel de X é P C M tal que
1. X=UP;

2. 0 &P
3. Para todos P, P’ € P, se P £ P' entdo PN P = ().

6/49



Entropia métrica
0®000

Particoes mensuraveis

Definicao

Uma particdo mensuravel de X é P C M tal que

1. X=UP;

2. 0 ¢ P

3. Para todos P, P € P, se P & P’ entdo PN P' = ().

Consideraremos somente particdes finitas.

6/49



Entropia métrica
0®000

Particoes mensuraveis

Definicao
Uma particdo mensuravel de X é P C M tal que
1. X=UP;

2. 0 &P
3. Para todos P, P’ € P, se P £ P' entdo PN P = ().

Consideraremos somente particdes finitas.

(A) Uma particdo (B) Outra particdo
6/49



Entropia métrica
00000

Refinamento de particao

Definicao
Um refinamento de P

7/49



Entropia métrica
00000

Refinamento de particao

Definicao
Um refinamento de P é uma particao P’

7/49



Entropia métrica
00000

Refinamento de particao

Definicao
Um refinamento de P é uma particdo P’ tal que
- para todo P’ € P, algum P € P satisfaz P’ C P.

7/49



Entropia métrica
00000

Refinamento de particao

Definicao

Um refinamento de P é uma particdo P’ tal que

- para todo P’ € P, algum P € P satisfaz P’ C P.
Denota-se P <X P'.

7/49



Entropia métrica
00000

Refinamento de particao

Definicao

Um refinamento de P é uma particdo P’ tal que

- para todo P’ € P, algum P € P satisfaz P’ C P.
Denota-se P <X P'.

(A) Particdo P (B) Refinamento P’

7/49



Entropia métrica
0000

Correfinamento de particao

Definicao
O correfinamento de P e P’

8/49



Entropia métrica
0000

Correfinamento de particao

Definicao
O correfinamento de P e P’ é

PYP ={PNP|PeP P cP} {0}

8/49



Entropia métrica
0000

Correfinamento de particao

Definicao
O correfinamento de P e P’ é

PYP ={PNP|PeP P cP} {0}

O correfinamento pode ser calculado repetidas vezes
(associatividade).

8/49



Entropia métrica
0000

Correfinamento de particao

Definicao
O correfinamento de P e P’ é

PYP ={PNP|PeP P cP} {0}

O correfinamento pode ser calculado repetidas vezes
(associatividade). Denota-se

n—1
Y?,-::Pov--.v?n,l.
i=0

8/49



Entropia métrica
0000®

Correfinamento de particao

(A) Particdo P (B) Particdo 7’

(c) Particio P v P’

9/49



Entropia métrica
®0

Subsecdo 2

Entropia de uma particao

10/49



Entropia métrica
oe

Entropia de particao

Definicao
A entropia da particdo P

11/49



Entropia métrica
oe

Entropia de particao

Definicao
A entropia da particdo P é

11/49



Entropia métrica
oe

Entropia de particao

Definicao
A entropia da particdo P é

Proposicao
1. Se P X P, entdo Hp(P) < Hn(P'),

11/49



Entropia métrica
oe

Entropia de particao

Definicao
A entropia da particdo P é

Proposicao
1. Se ? <7, entdo H,(P) < H(P);

2 Ho(PY P) < Ho(P) + Hin(P).

11/49



Entropia métrica
©00000

Subsecao 3

Entropia de um sistema

12/49



Entropia métrica
0®0000

Particao puxada

Definicao
A particdo puxada de P por f

13/49



Entropia métrica
0®0000

Particao puxada

Definicao
A particdo puxada de P por f é

FH(P) = {f1(P)| PeP}.

13/49



Entropia métrica
0®0000

Particao puxada

Definicao
A particdo puxada de P por f é

FH(P) = {f1(P)| PeP}.

Note que x € f~1(P) significa que f(x) € P.

13/49



Entropia métrica
0®0000

Particao puxada

Definicao
A particdo puxada de P por f é

FH(P) = {f1(P)| PeP}.
Note que x € f~1(P) significa que f(x) € P.

Proposicao
1. Se P X P, entdo f1(P) = 1P,

13/49



Entropia métrica
0®0000

Particao puxada

Definicao
A particdo puxada de P por f é

FH(P) = {f1(P)| PeP}.

Note que x € f~1(P) significa que f(x) € P.
Proposicao

1. Se P X P, entdo f1(P) = 1P,
2. FHPYP)=FYP) Y FHP),

13/49



Entropia métrica
0®0000

Particao puxada

Definicao
A particdo puxada de P por f é

FH(P) = {f1(P)| PeP}.

Note que x € f~1(P) significa que f(x) € P.
Proposicao

1. Se P X P, entdo f1(P) = 1P,
2. FHPYP)=FYP) Y FHP),
3 Hp(FY(P)) = Hy(P).

13/49



Entropia métrica
00000

Correfinamento dinamico

Definicao
O n-ésimo correfinamento dindmico de P (para n € N\ {0})

14/49



Entropia métrica
00000

Correfinamento dinamico

Definicao
O n-ésimo correfinamento dindmico de P (para n € N~ {0}) é

n—1
P =Y ().
i=0

14/49



Entropia métrica
00000

Correfinamento dinamico

Definicao
O n-ésimo correfinamento dindmico de P (para n € N~ {0}) é

[”] ‘\(’ i

Note que

X € F% F]f_l(Fh)[ﬁ---[ﬁ f—(”—U(F%FI)

14/49



Entropia métrica
00000

Correfinamento dinamico

Definicao
O n-ésimo correfinamento dindmico de P (para n € N~ {0}) é

[”] ‘\(’ i

Note que
X € F% F]f_l(Fh)[ﬁ---[ﬁ f_(”_n(kal)
significa que

x € Py, f(x) € Py,...,.f"1(x) € P,

In—1-°

14/49



Entropia métrica
000800

Entropia do sistema relativa a particao

Definicao
A entropia métrica de f com respeito a P

15/49



Entropia métrica
000800

Entropia do sistema relativa a particao

Definicao
A entropia métrica de f com respeito a P é

hm(f,P) == lim le(:P[f”]).

n—o00 n

15/49



Entropia métrica
000800

Entropia do sistema relativa a particao

Definicao
A entropia métrica de f com respeito a P é

hm(f,P) == lim le(:P[f”]).

n—o00 n

Proposicao
1. Se P <P, entdo h,(f,P) < hy,(f,P);

15/49



Entropia métrica
000800

Entropia do sistema relativa a particao

Definicao
A entropia métrica de f com respeito a P é

hm(f,P) == lim le(:P[f”]).

n—oo n
Proposicao

1. Se P <P, entdo h,(f,P) < hy,(f,P);
2. hy(F,P Y P) < hp(F, P) + hp(F,P").

15/49



Entropia métrica
000000

Entropia do sistema

Definicao
A entropia métrica de f

16/49



Entropia métrica
000000

Entropia do sistema

Definicao
A entropia métrica de f é

hm(F) := sup hp(f, P).
P

16/49



Entropia métrica
000000

Entropia do sistema

Definicao
A entropia métrica de f é

hm(F) := sup hp(f, P).
P
Isso significa que

hm(f) :=sup lim —,17 > m(P)log(m(P)).

P n—o0 [n]
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Proposicao

1. Para todo k € N, h,,(f*) = khn(f);
2. Se f é invertivel, hy,(f~1) = hy(f).
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Sejam K C M compacto, n € N~ {0} e ¢ € R,.
Um (n,e)-gerador de K é G C M tal que

K< U Bf(pie).

peG

Diz-se que G (n,¢)-gera K.
Definimos

g"(f,K,e) :=min{#(G) | G (n,e)-gera K} .
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Definicao
A entropia uniforme e-imprecisa de f com respeito a K é

— 1 n
h(f,K,e) = nILrT;O;Iogg (f,K,e).

A entropia uniforme de f com respeito a K é

h(f,K) == EImJ h(f, K,e).
A entropia uniforme de f
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Entropia uniforme

Definicao
A entropia uniforme e-imprecisa de f com respeito a K é

— 1 n
h(f,K,e) = nILrT;O;Iogg (f,K,e).

A entropia uniforme de f com respeito a K é

hu(f, K) := lim hu(f, K. €).

A entropia uniforme de f é

hu(f) = KCMSUP . hu(f, K)
- i 41/49
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lgualdade de entropias topoldgica e uniforme

No contexto de um espaco métrico compacto e uma funcao
uniformemente continua, vale
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Principio variacional

Teorema
Sejam (M, d) espaco métrico compacto.

hy(f) = synp hm(f),

em que as medidas m variam entre as medidas borelianas
preservadas por f.
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Contexto

Nesta secdo, consideramos um sistema dindmico composto por

- uma variedade compacta M
- um %?-difeomorfismo f: M — M
- uma medida de probabilidade ergédica m

Denotamos os expoentes de Liapunov positivos por
AL > > )\,

e cada subvariedade instavel local W/(x).
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Teorema principal

O crescimento volumétrico inferior de uma subvariedade S C M
é
1
v(f,S) := lim =log™(vol(f"(S))).

n—oo N

O crescimento volumétrico inferior de W' (em m-quase toda
parte) é :
v,(f,m) = ir))fy(f, W, (x)).

Teorema

hm(F) S vi(F,m)+ 3 Ay

Jj=i+1
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