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Abstract

In this paper we calculate the metric and folding entropies for a family of non-invertible
symbolic dynamical systems (2, , o) which generalizes the standard bilateral Bernoulli
shifts. The space Z,,_m, consists of symbolic sequences over two distinct finite alphabets,
with dynamics governed by a shift map oy incorporating a non-invertible function ¢ that
maps one of the alphabets to the other one. These systems are, for instance, particularly
useful for encoding the many-to-one baker’s transformation endomorphisms, and they can
also be seen as a skew product with a unilateral Bernoulli shift on the base.
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Definicdo (Espaco simbolico)

S, i=1{(..,x_15%0,X1,...) |0 < x; < n}

Definicdo (Deslocamento simbdlico)

c: 3, — 2,

(er s X135 X05 X1y --2) > (eony X3 X1, X5 o0r)
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* Introduzidos em S. Lamei e P. Mehdipour. “Zip shift Space”.
Preprint. 2025 [1]
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Zip shifts

* Introduzidos em S. Lamei e P. Mehdipour. “Zip shift Space”.
Preprint. 2025 [1]

* Transformagdes do padeiro n-para-1 apresentadas em
P. Mehdipour e N. S. Martins. “Encoding n-to-1 Baker’s
Transformations”. Archiv der Mathematik 119.2 (2022),
pp. 199-211 [4]
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Dinamica simbdlica do Zip Shift

Definicao (Espacgo simbolico do Zip Shift)

0<x;<n_ i<0
05x1<n+ i>0

Definicdo (Zip Shift)

$:{0,....,n, —1} - {0,...,n_ — 1}

Zn_,n_,_ L= {( , X_15 X0, X5 +er) ‘

O¢ 5 Zn_,n.,_ —> Zn_,n_,_

(eoe s X3y X175 X5 X715 wve) > (oon s X1, (X0); X715 X3, -.v)
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Estrutura mensuravelem %,

Definicdo (Cilindro)

Dadoi€ Z,es €{0,...,n_—1}(sei <0)ous € {0,...,n, — 1} (se
i > 0), definimos

C={x€Zy_p, |x=s}

Definicdo (Particdo por cilindros)

i::

{CS|se€f0,...,n_—1}} i<O0.

Ci,..ir i= \/ Gj.

i<j<if

{{cf|se{o,...,n+—1}} i>0
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Estrutura mensuravelem %,

Lema (Martins, M—, Varao [3])

Para todo i > 0,

1. ci((i’o) =C_y

2. 07H(€) = €5

3. a7H(C (1)) = C_y;
4. € = Co,...n-1-
5

tn _
0 80 - e—n,...,n—l-
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Estrutura de medidaem 2,

Py = pi +p3 b

D1 b3 -
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Estrutura de medida Znn,

Definicdo (Medida)

Distribuicdo de probabilidade

pt =, ..., p;+_1) e An—1.
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Estrutura de medida Znn,

Definicdo (Medida)

Distribuicdo de probabilidade
pt =, ..., p;+_1) e An—1.

Empurre por ¢ para p~ € A"-"1:

ps = Y pf

reg=1(s)
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Estrutura de medida Znn,

Definicdo (Medida)

Distribuicdo de probabilidade

p* = (g, Pr,—1) € A™TL.
Empurre por ¢ para p~ € A*-~1:
Ds = Z pr.
re¢=1(s)
Defina a medidamem E,,_,,, por
ps <0

m(C?) :=
(@) py i>0

P. G. Mattos Entropias de Zip Shift 22/37
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A entropia de uma particdo P com respeito a uma medida m é

Hyy(P) = Y, —m(P)log(m(P)).
PeP
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Entropia de medida

A entropia de uma particdo P com respeito a uma medida m é

Hyy(P) = Y, —m(P)log(m(P)).
PeP

A entropia de uma dindmica f : X — X com respeitoa P ¢

.1
D (f, P) := lim = Hyn(P7).
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Entropia de medida

A entropia de uma particdo P com respeito a uma medida m é

Hyy(P) = Y, —m(P)log(m(P)).
PeP

A entropia de uma dindmica f : X — X com respeitoa P ¢
.1
h,,,(f,?) == lim =H,,(P").
n—oo N
A entropia de uma dindmica f: X — X ¢é

hy,(f) = Sl;—)p hy,(f, P).
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Teorema de Kolmogorov-Sinai

Theorem ([6, Theorem 9.2.1])

Sejam

* f: X - Xuma transformacgdo que preserva medida;
* (R )ken uma sequéncia crescente de particoes que gera a
o-dlgebra.

Entao
hm(f) = lim hm(f’ 21)
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Entropia de particao por cilindros

Lema (Martins, M—, Vario [3])

1. Hy(Cp) = Y- —ps log(py);

2. Hm(e 1) - S_O _ps log(ps)
2 Hm(e—n,...,O,...,n’—l) - nHm(G—l) + n,Hm(GO)-

P. G. Mattos Entropias de Zip Shift 26/37
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Sequéncia crescente de particoes

Queremos calcular

1
hyn(o, %) = lim EHm(jl)qk),

entdo temos que calcular ¥
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Queremos calcular

1
hyn(o, %) = lim EHm(‘(}l)qk),

entdo temos que calcular ¥

Lema (Martins, M—, Varao [3])

k _
‘71)1 - 6)—n,...,n+k—2~

Demonstragdo complexal!
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Entropia de medida

Lema (Martins, M—, Varao [3])
hp(0, %) = Hpy(Co).
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Lema (Martins, M—, Varao [3])
hm(c’ ‘7?1) = Hm(eo)-

Demonstracao.

Hm(j?lk) = Hm(e—n ..... n—1+k—1)
= nHp(C_1) + (n + k — 1)H;,(Co),
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Entropia de medida

Lema (Martins, M—, Varao [3])
hm(c’ ‘7?1) = Hm(eo)-

Demonstracao.

Hm(j?lk) = Hm(e—n ..... n—1+k—1)
nHp(C_1) + (n+ k — 1)H,;,(Co),

portanto 1 .
hp(o, %) = lenolo EHm(j?'L )

= Hm(eo)'

P. G. Mattos Entropias de Zip Shift 28/37
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Entropia de medida

Theorem (Martins, M—, Varao [3])
hj(0) = Hpn(Co).
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Entropia de medida

Theorem (Martins, M—, Vario [3])
hy(0) = Hp(Co)

Demonstracao.

Por Kolmogorov-Sinai e pelos lemas,

hm(c) = r}1—>nolo hm(c’ j?fz)
n—oo
= Hy,(Co). O
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Exemplo 2-para-1

No exemplo do mapa do padeiro 2-para-1 com a distribuicdo

uniforme p* = (i i, i, i) obtemos
1, 1
h,,(c) = Z ~2 log<z> = log(4).
s=0
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* Introduzida por Ruelle em [5];
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Entropia de dobra

* Introduzida por Ruelle em [5];

* Apresentada como uma entropia condicional por Liu, Wu e
Zhuem [2,7].
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* Introduzida por Ruelle em [5];

* Apresentada como uma entropia condicional por Liu, Wu e
Zhuem [2,7].

Definicdo (Entropia de dobra)

Dada a particdo atdmica
e:={{x}|x € X},
a entropia de dobra de f com respeito a m ¢é

F(f) =Hple | f71().

P. G. Mattos Entropias de Zip Shift 32/37
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Propriedade da entropia de dobra

* F(f) < logn quando f é n-para-1;
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Propriedade da entropia de dobra

* F(f) < logn quando f é n-para-1;

* F(f) = logn se as pré-imagens sio igualmente m-ponderadas;
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Propriedade da entropia de dobra

* F(f) < logn quando f é n-para-1;
* F(f) = logn se as pré-imagens sio igualmente m-ponderadas;
* F(f) = 0se f éinvertivel.

P. G. Mattos Entropias de Zip Shift 33/37
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Theorem (Martins, M—, Vario [3])

Flo)= D, Ha@)ps = Hpu(Co) — Hp(Cy).

0<s<n_
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Entropia de dobra
000800

Entropia de dobra

Theorem (Martins, M—, Vario [3])

Flo)= D, Ha@)ps = Hpu(Co) — Hp(Cy).

0<s<n_

Demonstracao.

F(0) = Hp(e | 07(e))

- f H, (clo)r(d?)
Xeo—1(e)

= ) H,y,, (el¢)rin(d%)

0<s<n_ J%eC%,

= > Ha(g*)ps. O
0<s<n_

P. G. Mattos Entropias de Zip Shift 34/37
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Relacao entre entropia métrica e entropia de
dobra

Como h,,(c) = H,,,(C,), segue que
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Relacao entre entropia métrica e entropia de
dobra

Como h,,(c) = H,,,(C,), segue que
Theorem (Martins, M—, Vario [3])

hy,(0) = F(0) + Hp(C_p).

P. G. Mattos Entropias de Zip Shift 35/37
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Exemplo 2-para-1

No exemplo do mapa do padeiro 2-para-1 com a distribuicdo

. s (L1111 - (L)
uniforme p* = (4, T 4), temos p~ = (2, 2) e obtemos
N1, 1
Hn(€_1) = Y, —3 log(5) = log(@)
s=0

portanto
F(o) = log(4) — log(2) = log(2).

P. G. Mattos Entropias de Zip Shift 36/37
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